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1 集合与点集

1.1 集合与子集合

本节没有习题.

1.2 集合的运算

(二)差与补

-思考题 2-.设 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · , B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ · · · ,则(
∞⋃
n=1

An

)
∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞⋃
n=1

(An ∩ Bn).

证明. 显然
∞⋃
n=1

(An ∩ Bn) ⊂
∞⋃
n=1

An,
∞⋃
n=1

(An ∩ Bn) ⊂
∞⋃
n=1

Bn =⇒
∞⋃
n=1

(An ∩ Bn) ⊂

(
∞⋃
n=1

An

)
∩(

∞⋃
n=1

Bn

)
.另一方面, x ∈

(
∞⋃
n=1

An

)
∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=⇒ x ∈

∞⋃
n=1

An 且 x ∈
∞⋃
n=1

Bn =⇒ ∃n0, s.t.

x ∈ An0 且 ∃n1, s.t. x ∈ Bn1

An↗
=⇒
Bn↗

∃n = max{n0, n1}, s.t. x ∈ An ∩Bn =⇒ x ∈
∞⋃
n=1

(An ∩Bn).由

此可得

(
∞⋃
n=1

An

)
∩

(
∞⋃
n=1

Bn

)
⊂

∞⋃
n=1

(An ∩ Bn).

思考题 3.设 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · , B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · · ,则(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋂
n=1

Bn

)
=

∞⋂
n=1

(An ∪ Bn).

证明. 直接利用上一题的结论.因Ac
i ↗, Bc

i ↗,于是由DeMorgan法则,
(

∞⋃
n=1

Ac
n

)
∩

(
∞⋃
n=1

Bc
n

)
=

∞⋃
n=1

(Ac
n ∩ Bc

n) =⇒

(
∞⋃
n=1

Ac
n

)c

∩

(
∞⋃
n=1

Bc
n

)c

=
∞⋃
n=1

(An ∪ Bn)
c =⇒

(
∞⋂
n=1

An

)
∪

(
∞⋂
n=1

Bn

)
=

∞⋂
n=1

(An ∪ Bn).

-思考题 4-.设有集合 A,B,E 和 F .
(i)若 A ∪ B = E ∪ F,A ∩ F = ∅, B ∩ E = ∅,则

A = E 且B = F ;

(ii)若 A ∪ B = E ∪ F ,令 A1 = A ∩ E,A2 = A ∩ F ,则

A1 ∪ A2 = A.
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证明. (i) A = A ∩ (A ∪ B) = A ∩ (E ∪ F ) = (A ∩ E) ∪ (A ∪ F ) = A ∩ E ⊂ E. 同理
E = (E ∩ A) ∪ (E ∩ B) ⊂ A.所以 A = E.同理 B = F .
(ii) A1 ∪ A2 = (A ∩ E) ∪ (A ∩ F ) = A ∩ (E ∪ F ) = A ∩ (A ∪B) = A.

(三)集合列的极限 (集)

思考题 1.设 {fn(x)}以及 f(x)都是定义在 R上的实值函数,且有

lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ R,

则对 t ∈ R,有

{x ∈ R : f(x) ⩽ t} =
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

{
x ∈ R : fn(x) < t+

1

k

}
.

证明. 设 A = {x ∈ R : f(x) ⩽ t}, En,k = {x ∈ R : f(x) ⩽ t +
1

k
},则 x ∈ A ⇐⇒ f(x) ⩽

t ⇐⇒ ∀k, f(x) < t +
1

k
.由极限的保序性, ∀k ∈ N+, ∃m ∈ N+, ∀n ⩾ m, fn(x) < t +

1

k
,此即

x ∈
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

En,k.另一方面, x ∈
∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

En,k ⇐⇒ ∀k, ∃m, ∀n ⩾ m, fn(x) < t+
1

k
.先后

命 n和 k趋于无穷可得 f(x) ⩽ t,此即 x ∈ A.所以命题得证.

思考题 2.设 an → a(n→ ∞),则

∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

(
an −

1

k
, an +

1

k

)
= {a}.

证明. lim
n→∞

an = a ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃m ∈ N+, ∀n ⩾ m, |an − a| < ε ⇐⇒ ∀k ∈ N+, ∃m, ∀n ⩾

m, a ∈
(
an −

1

k
, an +

1

k

)
⇐⇒ a ∈

∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

(
an −

1

k
, an +

1

k

)
. 同前面论述可知 b ∈

∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

(
an −

1

k
, an +

1

k

)
⇐⇒ lim

n→∞
an = b. 由极限的唯一性知 b = a. 所以我们得到

∞⋂
k=1

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

(
an −

1

k
, an +

1

k

)
= {a}.

1.3 映射与基数

(一)映射

-思考题 1-.设 f : R → R,记 f1(x) = f(x), fn(x) = f(fn−1(x))(n = 2, 3, · · · ).若存在 n0,使得
fn0(x) = x,则 f 是 R到 f(R)上的一一映射.

证明. 只需证明 f 是单射.事实上,由

f(x) = f(y) =⇒ f2(x) = f2(y) =⇒ · · · =⇒ x = fn0(x) = fn0(y) = y
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立知结论成立.

-思考题 2-.不存在 R上的连续函数 f ,它在无理数集 R\Q上是一一映射,而在 Q上则不是一
一映射.

证明. 反证.若存在 R上的连续函数,使得 f |R\Q : R\Q → R\Q是一一映射,而 f |Q : Q → Q不
是一一映射.
(i)若 f |Q不是单射,则

∃r, s ∈ Q, r < s, s.t. f(r) = f(s) ≡ A ∈ Q.

取 x ∈ (r, s)\Q,则 f(x) ∈ R\Q =⇒ f(x) 6= A.不妨设 f(x) < A,则对 ∀y ∈ (f(x), A)\Q,由连
续函数介值定理,

∃x1 ∈ (r, x)\Q, x2 ∈ (x, s)\Q, s.t. f(x1) = y = f(x2),

这与 f |R\Q是一一映射矛盾.
(ii)若 f |Q不是满射,则

∃r ∈ Q, s.t. ∀s ∈ Q, f(s) 6= r. (∗)

取 y1, y2 ∈ R\Q, s.t. y1 < r < y2,由 f |R\Q是一一映射知

∃x1, x2 ∈ R\Q, x1 6= x2, s.t. f(x1) = y1 < y2 = f(x2).

不妨设 x1 < x2,则由连续函数介值定理, ∃t ∈ (x1, x2), s.t. f(t) = r.由 (∗)式知 t ∈ R\Q =⇒
r = f(t) ∈ R\Q.这与 r ∈ Q矛盾.

-思考题 3-. f : X → Y 是满射当且仅当对任意的真子集 B ⊂ Y ,有

f(f−1(B)) = B.

证明. =⇒ .设 y ∈ f(f−1(B)),则存在 x ∈ f−1(B), f(x) = y ∈ B,所以 f(f−1(B)) ⊂ B.另一
方面,由 f 是满射知若 y ∈ B,则 ∃x ∈ X, y = f(x),进而 x ∈ f−1B,故 y = f(x) ∈ f(f−1B),此
即 B ⊂ f(f−1(B)).
⇐= .若 Y 是单点集,则 f : X → Y 是满射.若 Y 不是单点集,则

y ∈ Y =⇒ {y} ⫋ Y =⇒ {y} = f(f−1({y}))

=⇒ f−1({y}) 6= ∅ =⇒ ∃x ∈ f−1({y}) =⇒ y = f(x).

故 f 是满射.

思考题 5.试证明下列命题:设 f : X → Y, g : Y → X .若对任意的 x ∈ X ,必有 g(f(x)) = x,则
f 是单射, g是满射.
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证明. 证法 1. 反证, 设 f 不单, g 不满. 对 f, ∃x1, x2, x1 6= x2, Y 3 y0 := f(x1) = f(x2). 这样
g[f(x1)] = g[f(x2)] = g(y0) = x1 = x2,这与映射的定义矛盾,故 f 是单射.对 g, ∃x0 ∈ X , s.t. x0
在映射 g下没有原像,即 ∄y ∈ Y, g(y) = x0 = g[f(x0)],即 ∄y,s.t. f(x0) = y,这又与映射的定义
矛盾,故 g是满射.
证法 2. f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = g ◦ f(x1) = g ◦ f(x2) = x2 =⇒ f 是单射.又由 ∀x ∈ X, ∃y =

f(x) ∈ Y, s.t. x = g ◦ f(x) = g(y) =⇒ g是满射.

(二)基数

-思考题 1-.设 A1 ⊂ A2, B1 ⊂ B2.若 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2,试问: 是否有 (A2\A1) ∼ (B2\B1)?

解. 不一定,比如A1 = {2, 3, 4, · · · } ⊂ A2 = {1, 2, 3, · · · };B1 = {3, 4, 5, · · · } ⊂ B2 = {1, 2, 3, · · · }.
显然 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2,但 A2\A1 = {2} 6∼ {1, 2} = B2\B1.

思考题 3.若 A ⊂ B 且 A ∼ (A ∪ C),试证明 B ∼ (B ∪ C).

证明. 由 A ⊂ A ∪ (C\B) ⊂ A ∪ C,A ∼ A ∪ C 及 Cantor-Bernstein定理知 A ∼ A ∪ (C\B).设
ϕ : A→ A ∪ (C\B)是一一映射,则

ψ(x) :=

ϕ(x), x ∈ A

x, x ∈ B\A

是 B 到 B ∪ C 的一一映射,所以 B ∼ B ∪ C.

思考题 5.试问: 由自然数组成且公差亦为自然数的等差数列之全体形成的集合的基数是什么?

解. 设题中集合为 A,则 A = {an = a1 + (n − 1)d}∞n=1 ∼ {(a1, d) : a1, d ∈ N} = N2.于是 A的

基数为 ℵ0.

思考题 7.试问:是否存在满足

f(x) =

无理数, x是有理数,

有理数, x是无理数

的函数 f ∈ C(R)?

解. 不存在.反证,设这样的 f 存在,显然 f 不是常函数.一方面,由连续函数介值定理知 f(R)
是一个区间,其基数为 ℵ1.另一方面, f(R) = f(Q)∪ f(R\Q) ⊂ f(Q)∪Q,这是可数集的像和可
数集的并,它仍然可数,基数为 ℵ0.于是我们得到了矛盾,故有结论.

-思考题 8-.设 E ⊂ (0, 1)是无限集.若从 E中任意选取不同的数所组成的无穷正项级数总是收

敛的,试证明 E 是可数集.
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证明. 设 Ek = {x ∈ E : x ⩾ 1/k},则 E =
∞⋃
k=1

Ek.若 Ek 有限,则命题显然成立.若 Ek 是无限

集,则可以从 Ek 中取出一个各项互不相同的数列 {ak}, s.t.
∞∑
k=1

ak ⩾
∞∑
k=1

1

k
= +∞,矛盾.所以

Ek 有限,进而 E 是可数集.

思考题 9.试问:直线上所有开区间的全体形成的集合的基数是什么? (设法与平面点集对应)

解. 设集合 A = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}, 它与 A = {(a, b) ∈ R2 : a < b} 一一对应. 因为
R ∼ {(a, a+ 1) : a ∈ R} ⊂ A ⊂ R2 ∼ R,所以 A = ℵ1.

思考题 10.设 E ⊂ R2是不可数集,试证明存在 x0 ∈ E,使得对于任一内含 x0的圆邻域 B(x0),
点集 E ∩ B(x0)为不可数集.

证明. 反证.若不然, ∀x ∈ E, δx > 0, s.t. E ∩ B(x, δx)为可数集.于是 E ⊂
⋃
x∈E

B(x, δx)
Lindelöf
=⇒

E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, δxi
) =⇒ E =

∞⋃
i=1

[E ∩ B(xi, δxi
)]可数,与题设矛盾.

-思考题 11-. 设 E ⊂ R, 且 E < c, 试证明存在实数 a, 使得 E + {a} = {x + a : x ∈ E} ⊂
R\Q.(a 6∈ Q− E := {x− y : x ∈ Q, y ∈ E})

证明. 由 Q − E = {x − y : x ∈ Q, y ∈ E} =
⋃
x∈Q

{x − y : y ∈ E}和习题 1第 12题的逆否命

题知 Q − E 的基数小于 c.取 a /∈ Q − E,则 a 6= x − y, ∀x ∈ Q, ∀y ∈ E,所以 a + y 6= x, ∀x ∈
Q, ∀y ∈ E =⇒ E + {a} ⊂ R\Q.

-思考题 13-.试问:是否存在集合 E,使得P(E)是可列集?

证明. 不存在.如果 E = n,则P(E)的基数为 2n,这是有限集而非可列集;如果 E 无限,则存

在一个可列子集 F .考虑 [0, 1]中小数的二进制表示法 x =
∞∑
n=1

an
2n

(an = 0 or 1)以及一一映射

f : P(F ) → [0, 1], A 7→ 0.x1 · · · xn · · · ,where xn =

1, x ∈ A

0, x /∈ A

我们得到P(E) ⩾ P(F ) = 2ℵ0 > ℵ0,故P(E)不是可数集.

-思考题 14-.试证明全体超越数 (即不是整系数方程 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0的根)
的基数是 c.(你知道的超越数是什么?)

证明. Z[x] = {0}∪
∞⋃
n=0

{anxn+an−1x
n−1+· · ·+a0 : ai ∈ Z, an 6= 0} ∼ {0}∪

∞⋃
n=0

(Z\{0})×Zn =⇒

整系数多项式全体是可列集.因此全体代数数的集合 A作为可数个有限集的并,是可数的.又
R = A ∪ Ac,由习题 1的 12题的逆否命题知超越数全体 Ac的基数是 c.超越数有 π, e等.
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1.4 Rn中点与点之间的距离 ·点集的极限点

(二)点集的极限点

思考题 1.设 E ⊂ R是不可数集,则 E ′ 6= ∅.

证明. 反证,若 E ′ = ∅,则 x ∈ E =⇒ x /∈ E ′ =⇒ ∃δx > 0, s.t. (Bδx(x)\{x}) ∩ E = ∅ =⇒
Bδx(x) ∩ E = {x}.由 E ⊂

⋃
x∈E

Bδx(x)及 Lindelöf定理 (引理 1.20)知

E ⊂
m⋃
i=1

Bδxi
(xi) =⇒ E =

m⋃
i=1

[E ∩Bδxi
(xi)] =

∞⋃
i=1

{xi},

其中m ∈ N+或m = ∞.于是 E 是可数集,与题设矛盾.

思考题 2.设 E ⊂ Rn.若 E ′是可数集,则 E 是可数集.

证明. x ∈ E\E ′ =⇒ x ∈ E, ∃δx > 0, s.t. (Bδx(x)\{x}) ∩ E = ∅ =⇒ ∃δx, s.t. Bδx(x) ∩

E = {x}. 由 E\E ′ ⊂
⋃
x∈E

Bδx(x) 及 Lindelöf 定理知 E\E ′ ⊂
m⋃
i=1

Bδxi
(xi) =⇒ E\E ′ =

m⋃
i=1

[
(E\E ′) ∩ Bδxi

(xi)
]

=
∞⋃
i=1

{xi}, 其中 m ∈ N+ 或 m = ∞. 于是 E\E ′ 是可数集. 所以

E = (E\E ′) ∪ E ′是可数集.

-思考题 3-.若 E ⊂ (0,+∞)中的点不能以数值大小加以排列,则 E ′ 6= ∅.

证明. 考查区间 I1 = [0, 1], I2 = [0, 2], · · · , In = [0, n], · · · ,由题设知必存在 n0,使得 In ∩ E 包
含无限个点.从而知 E ′ 6= ∅.

-思考题 4-.设 {an}是 R中的有界点列,且有

|an − an+1| ⩾ 1 (n = 1, 2, · · · ),

则 {an}也可能有无穷多个极限点 (1/n+ 1/m与 1/n+ 1/m+ 4).

证明. 设 {an}为 (从左往右,从上往下)

1

1
+

1

1
;

1

1
+

1

2
+ 4,

1

2
+

1

2
;

1

1
+

1

3
+ 4,

1

2
+

1

3
,
1

3
+

1

3
+ 4,

1

4
+

1

3
, · · · ;

· · ·
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其中
1

i
+

1

n
+ 4 是第 n 行第 i 列, 且 |an − an+1| ⩾ 4 − 1 − 1 > 1. 而

{
1

2
+

1

n

}∞

n=2

有极限

1

2
,

{
1 +

1

n
+ 4

}∞

n=2

有极限 5, · · · ,所以 {an}有无穷多个极限点.

-思考题 5-.若 E ⊂ R2中任意两点间的距离均大于 1,则 E 是可数集.

证明. 由题, ∀x ∈ E,E ∩ B(x, 1) = {x}.故由 Lindelöf定理知

E ⊂
⋃
x∈E

B(x, 1) =⇒ E ⊂
λ⋃

i=1

B(xi, 1) =⇒ E =
λ⋃

i=1

E ∩ B(xi, 1) =
λ⋃

i=1

{xi},

其中 λ ∈ N或 λ = ∞.

1.5 Rn中的基本点集:闭集 ·开集 · Borel集 · Cantor集

(一)闭集

-思考题 1-.设 E ⊂ R是非空点集.若 E 中任一子集皆为闭集,试问 E 是有限集吗?

解. 不一定,令 E = N.

-思考题 2-.设 A,B 是 R中点集,试问:等式 A ∩ B = Ā ∩ B̄ 一定成立吗?

解. 不一定,令 A = (0, 1), B = (1, 2).

-思考题 3-.设 Ek ⊂ Rn(k = 1, 2, · · · ),令 E =
∞⋃
k=1

Ek.若有 x0 ∈ E ′,试问:是否一定存在 Ek0 ,使

得 x0 ∈ E ′
k0
?

解. 不一定,令 Ek = {1/k}, x0 = 0.

思考题 4.设 E ⊂ Rn,试证明 Ē 是包含 E 的一切闭集 F 之交:

Ē =
⋂
F⊃E

F.

证明. 一方面,闭集的任意交是闭集,因为 Ē 也是包含 E 的闭集,故 Ē ⊃
⋂
F⊃E

F .另一方面,因

为 E ⊂
⋂
F⊃E

F ,所以 Ē ⊂
⋂
F⊃E

F =
⋂
F⊃E

F .于是 Ē =
⋂
F⊃E

F .

-思考题 5-.设 F ⊂ R是有界闭集, f(x)是定义在 F 上的 (实值)函数.若对任意的 x0 ∈ F ′,均

有 f(x) → +∞ (x ∈ F 且 x→ x0),试证明 F 是可数集. (F =
∞⋃
n=1

{x : f(x) ⩽ n})

证明. 设 Fn = {x ∈ F : f(x) ⩽ n},则由 f 是实值函数知 F =
∞⋃
n=1

Fn.用反证法证明 Fn 是有

限集,从而 F 是可数集.事实上,若 Fn 是无限集,则由定理 1.15(Bolzano-Weierstrass), ∃{xk} ⊂
Fn, x0 ∈ F ′

n ⊂ F ′, s.t. lim
k→∞

xk = x0.因为 f(xk) ⩽ n,所以 f(x) ⩽ n,矛盾.
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-思考题 6-.设 f ∈ C(R),试证明 F = {(x, y) : f(x) ⩾ y}是 R2中的闭集.

证明. 设 F 3 (xk, yk) → (x0, y0),则由 f(xk) ⩾ yk,令 k → ∞有 f(x0) ⩾ y0 =⇒ (x0, y0) ∈ F .
所以 F 是闭集.

-思考题 7-.试在 R中做出可列个互不相交的稠密可列集.

解. 设所有素数为 {pk},作R的稠密可列集Dk = Q+{√pk}, k = 1, 2, · · · ,则集列 {Dk}是互不
相交的.否则若Dk∩Dl 6= ∅(k 6= l),则 ∃r, s ∈ Q, s.t. r+√

pk = s+
√
pl =⇒ r−s = √

pl−
√
pk.

两边平方得 (r − s)2 = pl + pk − 2
√
plpk,此即

√
plpk = [pl + pk − (r − s)2]/2 ∈ Q,但这是不可

能的.

(二)开集

-思考题 2-.试证明函数

f(x, y) =

x sin(1/y), y 6= 0,

0, y = 0

的不连续点集不是闭集.

证明. 设 f 的不连续点集为 D.因为 lim
(x,y)→(0,0)

y ̸=0

x sin 1
y
= 0,所以 (0, 0) /∈ D.又对任意 x 6= 0有

lim
n→∞

x sin 1
1

2nπ

= 0 6= x = lim
n→∞

x sin 1
1

2nπ+π/2

,

所以 (x, 0) ∈ D.因此 ∀k ∈ N+, (1/k, 0) ∈ D,但是该点列的极限点 (0, 0) /∈ D,这说明 D 不是

闭集.

-思考题 4-.设 G ⊂ Rn 是非空开集, r0 > 0.若对任意的 x ∈ G,作闭球 B(x, r0),试证明 A =⋃
x∈G

B(x, r0)是开集.

证明. 设 a ∈ A,则 ∃x ∈ G, a ∈ B(x, r0).因为 G是开集,所以 ∃δx > 0, s.t. B(x, δx) ⊂ G.设
b ∈ B(a, δx),则 |b − a| < δx.令 y = b + x − a,则 |y − x| = |b − a| < δx,进而 y ∈ B(x, δx) ⊂
G, |y − b| = |x− a| ⩽ r0.因此 y ∈ G,且 b ∈ B(y, r0) =⇒ b ∈ A.所以 B(a, δx) ⊂ A,故而 A是

开集.

-思考题 5-.设 F ⊂ R是无限闭集,试证明存在 F 中可数子集 E,使得 Ē = F .

证明. (i)对任意的 k ∈ N,作开球列 Bk = {B(r, 1/k), r ∈ Q}(k ∈ N).对 Bk中的 B = B(r, 1/k)

满足 B ∩ F 6= ∅ 的球 B, 取 B ∩ F 中的一个点, 并记其全体为 Ak. 易知 Ak 是 F 的可数子

集,E :=
⋃
k⩾1

Ak 也是 F 的可数子集.因为 F 是闭集,所以 Ē ⊂ F .

(ii)对任意的 x ∈ F ,以及 k ∈ N,使得 x位于开球族 Bk中的某个开球 B内,且 B必含有 Ak中

的一个点,也必含 E 中一个点.从而 E 中某点距离点 x小于 2/k.由 k的任意性可知 x ∈ Ē,即
F ⊂ Ē.
综合 (i)(ii)即可得证.
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思考题 6.设 E ⊂ Rn中的每点都是 E 的孤立点,试证明 E 是某开集和闭集的交集.

证明. 由题设,E = E\E ′ = (E∪E ′)\E ′ = Ē\E ′ = Ē∩(E ′)c,其中前者是闭集,后者是开集.

-思考题 7-.设在 Rn中 {Ga}是 E 的一个开覆盖,试问 {Ḡa}能覆盖 Ē 吗?

解. 不一定.设 E = {1/k : k = 1, 2, · · · }, Gk = (1/2k, 3/2k), k = 1, 2, · · · ,则 Ē = {0}∪E, Ḡk =

[1/2k, 3/2k], k = 1, 2, · · · .注意 E ⊂
∞⋃
k=1

Gk, 0 /∈
∞⋃
k=1

Ḡk =⇒ Ē 6⊂
∞⋃
k=1

Ḡk.

-思考题 9-.设 F ⊂ R是非空可数闭集,试证明 F 必含有孤立点.

证明. 反证,若 F 没有孤立点,则 F\F ′ = ∅.因此

F = (F ∩ F ′) ∪ (F\F ′) = F ∩ F ′ ⊂ F ′.

又因为 F 是闭集,所以 F ′ = F, F 是非空完全集.由书 p49注 1知 F 的基数为 c,与题设 F 可

数矛盾.

思考题 10.设 {fn(x)}是 R上的非负渐降连续函数列.若在有界闭集 F 上 fn(x) → 0(n → ∞),
试证明 fn(x)在 F 上一致收敛于零.

证明. 由 lim
n→∞

fn(x) = 0, ∀x ∈ F 知对任意固定 ε > 0, ∀x ∈ F, ∃nx, s.t. ∀n > nx, 0 ⩽ fn(x) < ε.
又由 fnx ∈ C(F )及局部保号性知 ∃δx > 0, s.t. ∀x′ ∈ Bδx(x), 0 ⩽ fn(x

′) < ε. 由 F ⊂
⋃
x∈F

Bδx(x)

及有限覆盖定理知 F =
m⋃
i=1

Bδxi
(xi).取N = max{nx1 , · · ·nxm},则 ∀n > N, ∀x ∈ F, ∃1 ⩽ i ⩽ m,

s.t. x ∈ Bδxi
(xi) =⇒ 0 ⩽ fn(x) ⩽ fN(x) ⩽ fnxi

(x) < ε.这就证明了 fn ⇒ 0于 F .

-思考题 11-.设 F ⊂ R是闭集,且 f ∈ C(F ),则点集 {x ∈ F : f(x) = 0}是闭集.

证明. 记题设集合为A,设 {xn} ⊂ A, xn → x0.因为F 是闭集,所以 x0 ∈ F .又因为 f(xn) = 0, f

连续,所以 f(x0) = lim
n→∞

f(xn) = 0,此即 x0 ∈ A,故 A闭.

-思考题 13-.设 E ⊂ R.若每个 f ∈ C(E)都是有界函数,则 E是有界闭集;若每个 f ∈ C(E)都

在 E 上达到最大值,则 E 是有界闭集.

证明. (i)f(x) = x 是连续函数, 由此可知 E 有界. 假设 E 不是闭集, 则 E ′ 6⊂ E, 于是存在
x0 ∈ E ′, x0 /∈ E.故有 E 上连续函数 f(x) =

1

x− x0
, x ∈ E 满足 lim

x→x0

f(x) = ∞,这与题设矛盾.

(ii)因为 f(x) = x(x ∈ E)在 E 上达到最大值,故 ∃x0 ∈ E, ∀x ∈ E, f(x) ⩽ f(x0) =⇒ x ⩽ x0.
对 f(x) = −x采取相同步骤便得到 E 是有界集.假设 E 不是闭集,则观察 (i)中函数 f(x) =

1/(x− x0)知其在 E 上没有最大值,矛盾.

-思考题 14-.设定义在E ⊂ Rn上的函数 f(x)满足:对E中的任一有界闭集K,均有 f ∈ C(K),
则 f ∈ C(E).(若 xn → x0(n→ ∞),则点集 {x0, x1, x2, · · · }是有界闭集.)

证明.
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(三)Borel集

思考题 1.试证明:设 fn ∈ C([a, b])(n = 1, 2, · · · ),且存在极限 lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ [a, b],则对
任意的 t ∈ R,点集

{x ∈ [a, b] : f(x) < t}

是 Fσ 集.

证明. (i)设 E = {x ∈ [a, b] : f(x) < t}, Enk = {x ∈ [a, b] : fn(x) ⩽ t− 1

k
},则

E =
∞⋃
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

Enk.

事实上, x ∈ E ⇐⇒ f(x) < t ⇐⇒ ∃k, s.t. f(x) < t − 1

k
⇐⇒ ∃k, lim

n→∞
fn(x) < t − 1

k

保号性
=⇒

∃k,N, ∀n ⩾ N, fn(x) ⩽ t− 1

k
=⇒ x ∈右端.另一方面, x ∈右端 =⇒ ∃k,N, ∀n ⩾ N, fn(x) ⩽

t− 1

k

n→∞
=⇒ ∃k, f(x) ⩽ t− 1

k
⇒ f(x) < t =⇒ f(x) < t =⇒ x ∈ E.

(ii)由 fn ∈ C([a, b])知 Enk 是闭集,而
∞⋂

n=N

Enk 闭. 故 E 是可数个闭集之并,为 Fσ 集.

-思考题 2-.设 {fn(x)}是闭集 F ⊂ R上的连续函数列,则 fn(x)在 F 上的收敛点集是 Fσδ 集.

证明. 由 Cauchy收敛准则知 lim
n→∞

fn(x)存在 ⇐⇒ ∀k, ∃N, ∀m,n ⩾ N, |fm(x) − fn(x)| ⩽ 1/k.

于是 fn(x)的收敛点集 E =
∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
m=N

∞⋂
n=N

{x ∈ F : |fm(x) − fn(x)| ⩽ 1/k}.因为 {fn(x)}连

续,所以 {x ∈ F : |fm(x)−fn(x)| ⩽ 1/k}是闭集,进而
∞⋂

m=N

∞⋂
n=N

{x ∈ F : |fm(x)−fn(x)| ⩽ 1/k}

也是闭集.于是 E 是 Fσδ 集.

思考题 3.设 f : R → R,则点集

{x ∈ R : lim
y→x

f(y)存在}

是 Gδ 集.

证明. (i)设 ωδ(x) = sup
0<|y−x|<δ

f(y)− inf
0<|y−x|<δ

f(y),下证 lim
y→x

f(y)存在 ⇐⇒ lim
δ→0

ωδ(x) = 0.

=⇒ .若 lim
y→x

f(y)存在,则由 Cauchy收敛准则知,∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀y, y′ ∈ Bδ(x), |f(y)− f(y′)| <
ε =⇒ f(y′)− ε < f(y) < f(y′) + ε.取 f(y′)的上确界和 f(y)的下确界知 sup

0<|y′−x|<δ

f(y′)− ε ⩽

inf
0<|y−x|<δ

f(y) ⩽ sup
0<|y′−x|<δ

f(y′) + ε,此即 0 ⩽ ωδ(x) ⩽ ε.这就证明了 lim
δ→0

ωδ(x) = 0.

⇐= .若 lim
δ→0

ωδ(x) = 0,则 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 0 ⩽ ωδ(x) = sup
0<|y−x|<δ

f(y) − inf
0<|y−x|<δ

f(y) < ε.故对

∀y, y′ ∈ Bδ(x), 0 ⩽ |f(y) − f(y′)| ⩽ sup
0<|y−x|<δ

f(y) − inf
0<|y−x|<δ

f(y) < ε.仍由 Cauchy收敛准则,

lim
y→x

f(y)存在.
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(ii) 题设集合 C = {x ∈ R : lim
δ→0

ωδ(x) = 0} =
∞⋂
k=1

Gk, 其中 Gk = {x ∈ R : lim
δ→0

ωδ(x) <
1

k
}.

下证 Gk 是开集, 进而 C 是 Gδ 集. 事实上,x ∈ Gk =⇒ lim
δ→0

ωδ(x) <
1

k
=⇒ ∃δ > 0, 0 ⩽

ωδ(x) <
1

k
=⇒ ∀y ∈ Bδ(x), lim

δ′→0
ωδ′(x) = inf

δ′>0
ωδ′(y) ⩽ ωmin{|x−y|,δ−|x−y|}(y) ⩽ ωδ(x) <

1

k
,其中

min{|x− y|, δ − |x− y|}保证了
◦
B (y) ⊂

◦
B (x).所以 ∀y ∈ Bδ(x), y ∈ Gk =⇒ Bδ(x) ∈ Gk.

-思考题 4-. (i)定义在 (0, 1)上的函数 χQ(x)不是连续函数列的极限;
(ii) [a, b]上的导函数 f ′(x)的连续点在 [a, b]中稠密.

证明. (i)反证,若 χQ(x)是连续函数列的极限,则由书 p44例 15知 χQ(x)的不连续点集 D 为

第一纲集,这与 D = (0, 1)为第二纲集 (利用定理 1.23导出矛盾即可)矛盾.

(ii)由 f ′(x) = lim
n→∞

f(x± 1
n
)− f(x)

± 1
n

知 f ′(x)是连续函数列的极限,从而不连续点集 D为第一

纲集.于是

D =
∞⋃
k=1

Ek,
◦
Ek= ∅.

因此 Dc =
∞⋂
k=1

Ec
k,且 Ec

k = (
◦
Ek)

c ⊃ (
◦
Ek)

c = ∅c = [a, b].

-思考题 6-.设 {Fk} ⊂ Rn是闭集列,且 Rn =
∞⋃
k=1

Fk,则
∞⋃
k=1

◦
F k 在 Rn中稠密.

证明. 设 x0 ∈ Rn,对任意 δ > 0,我们有

Jδ := [x0 − δ, x0 + δ] =
∞⋃
k=1

(Jδ ∩ Fk).

因为每个 Jδ ∩ Fk 均为闭集, 故由 Baire 定理, 存在 k0 ∈ N, 使得 Fk0 ∩ Jδ 有内点 x0, 于是

x0 ∈
◦
F k0⊂

∞⋃
k=1

◦
F k.由 x0和 δ的任意性知

∞⋃
k=1

◦
F k 在 Rn中稠密.

(四)Cantor (三分)集

-思考题 1-.设 E ⊂ R是非空完全集,试证明对任意的 x ∈ E,存在 y ∈ E,使得 x− y为无理数.

证明. 由书 p49注 1知 E = c,所以对任意的 x0 ∈ E, {x0 − y : y ∈ E}是不可数集.由此必然存
在 y0 ∈ E,使得 x0 − y0 /∈ Q.

思考题 2.试证明 x =
1

4
,
1

13
属于 Cantor集.

证明. 因为若将 [0, 1]中实数按三进位小数展开,则 Cantor集中点 x与下述三进位小数集的元

x =
∞∑
i=1

ai
3i
, ai = 0, 2
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一一对应,且易得
1

4
=

∞∑
n=1

2

32n
,
1

13
=

∞∑
n=1

2

33n
.

所以结论成立.

-思考题 4-.试作一孤立点集 E,使得 E ′是完全集 (Cantor集的补集的全部构成区间的中点).

证明. 命 E 是 Cantor集的补集的全部组成区间的中点构成的集合,则 E 是孤立点集,且 E ′ =

C 是完全集. 事实上, 若 x ∈ C, 则 ∀n, x ∈ Fn =⇒ ∀n, ∃1 ⩽ k ⩽ 2n, x ∈ Fn,k. 又因为
Fn,k 的中点必然在 E 中, 所以存在 xn,k ∈ E, |xn,k − x| ⩽ 1/3n =⇒ x ∈ E ′. 另一方面, 若
x /∈ C, 则 ∃k ∈ N, x ∈ Ik. 若 x 是 Ik 的中点, 则 Ik ∩ E\{x} = ∅; 若 x 不是 Ik 的中点, 则
B(x,min{|x− c|, d(x, ∂Ik)})∩E = ∅,其中 c是 Ik的中点.无论哪种情况,我们都有 x /∈ E ′.

1.6 点集间的距离

思考题 1.设 E ⊂ Rn 是一个非空点集.若对任意的 x 6∈ E,存在 y ∈ E,使得 d(x, y) = d(x,E),
试证明 E 是闭集.

证明. 反证, 若 E 不是闭集, 则存在 E 中点列 xn, s.t. xn → x /∈ E(n → ∞). 此时 d(x,E) =

inf
n⩾1

d(x, xn) = 0.然而另一方面, ∃y ∈ E, d(x, y) = d(x,E) =⇒ d(x, y) = 0 =⇒ E 3 y = x /∈
E,矛盾.

-思考题 2-.设 G ⊂ Rn是开集, F 是 G内的闭集,试证明存在 r > 0,使得

{x : d(x, F ) ⩽ r} ⊂ G.

证明. 易知 Gc 是闭集, 又 F 是有界闭集, 且有 F ∩ Gc = ∅, 所以由推论 1.26, ∃x1 ∈ F, x2 ∈
Gc, d(x1, x2) = d(F,Gc) > 0.取 r = d(x1, x2),则当 d(x, F ) < r 时应有 x ∈ G,否则 d(x, F ) ⩾
d(Gc, F ) = r,矛盾.故命题得证.

-思考题 3-.试问:平面中的圆盘 {(x, y) : x2 + y2 ⩽ 1}能表示为两个不同 (注：这里应该是不
交)的非空闭集之并吗?

证明. 不能.反证,假定 F = F1∪F2, F1∩F2 = ∅,其中 F1与 F2是闭集,则知存在 x1 ∈ F1, x2 ∈
F2,使得 d(x1, x2) = d(F1, F2) > 0.考虑点 x1 与 x2 的联结直线段 [x1, x2] = {(1 − t)x1 + tx2 :

0 ⩽ t ⩽ 1} ⊂ F .记 t0 = sup{t : (1− t)x1 + tx2 ∈ F1},则由 F1是闭集知 (1− t0)x1 + t0x2 ∈ F1.
另一方面,由 x2 ∈ F2 知 t0 < 1.又由 t0 的定义,∀t ∈ (t0, 1], (1 − t)x1 + tx2 ∈ F2,再由 F2 闭知

(1− t0)x1 + t0x2 ∈ F2,矛盾.

-思考题 4-.试证明定义在区间 (0, 1]上的函数 y = sin 1

x
不能延拓为 (−∞,∞)上的连续函数.

证明. 反证,若 y = sin(1/x)能延拓为 R上的连续函数 g,则

g(0) = lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

sin 1

x
.
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但是 lim
x→0

sin(1/x)不存在,矛盾.我们还有拓扑学的做法,这里不做介绍了.

习题 1

1.设 {fj(x)}是定义在 Rn 上的函数列,试用点集 {x : fj(x) ⩾ 1/k}(j, k = 1, 2, · · · )表示点集
{x : lim

j→∞
fj(x) > 0}.

解. {x : lim
j→∞

fj(x) > 0} =
∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
j=N

{x : fj(x) > 1/k}. 事实上, 若 x0 ∈ {x : lim
j→∞

fj(x) >

0}, 则存在 k0, 使 lim
j→∞

fj(x0) > 1/k0, 再由数列上极限的定义, 对于任何正整数 N , 存在 nN ⩾

N, fnN
(x0) ⩾ 1/k0, 因此 x0 ∈

∞⋂
N=1

∞⋃
j=N

{x : fj(x) > 1/k0}, 从而 x0 ∈
∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
j=N

{x : fj(x) >

1/k};反之,若 x0 ∈
∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
j=N

{x : fj(x) > 1/k},则存在 k0 ∈ N,使 x0 ∈
∞⋂

N=1

∞⋃
j=N

{x : fj(x) >

1/k0},因此对任何正整数 N ,都存在 j ⩾ N, x0 ∈ {x : fj(x) > 1/k0},即 fj(x0) ⩾ 1/k0,所以
lim
j→∞

fj(x0) ⩾ 1/k0 > 0,即 x0 ∈ {x : lim
j→∞

fj(x) > 0}.

-2-.设 {fn(x)}是定义在 [a, b]上的函数列,E ⊂ [a, b],且有 lim
n→∞

fn(x) = χ[a,b]\E(x), x ∈ [a, b].若

令 En =

{
x ∈ [a, b] : fn(x) ⩾

1

2

}
,试求集合 lim

n→∞
En.

解. 设全集为 [a, b],我们有

lim
n→∞

fn(x) =

1, x ∈ Ec,

0, x ∈ E.

所以 x ∈ Ec ⇐⇒ lim
n→∞

fn(x) = 1 ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N, ∀n ⩾ N, |fn(x) − 1| < ε =⇒ ∃N, ∀n ⩾
N, fn(x) > 1/2 ⇐⇒ ∃N, ∀n ⩾ N, x ∈ En =⇒ x ∈ lim

n→∞
En. 另一方面, x ∈ E ⇐⇒

lim
n→∞

fn(x) = 0 ⇐⇒ ∃N, ∀n ⩾ N, fn(x) < 1/2 =⇒ ∃N, ∀n ⩾ N, x ∈ Ec
n =⇒ x ∈ lim

n→∞
Ec

n =

( lim
n→∞

En)
c.由此可得 Ec ⊂ lim

n→∞
En ⊂ lim

n→∞
En ⊂ Ec =⇒ lim

n→∞
En = Ec = [a, b]\E.

3.设有集合列 {An} , {Bn},试证明:
(i) lim

n→∞
(An ∪ Bn) =

(
lim
n→∞

An

)
∪
(
lim
n→∞

Bn

)
;

(ii) lim
n→∞

(An ∩ Bn) =

(
lim
n→∞

An

)
∩
(
lim
n→∞

Bn

)
.

证明. (i)先证
(
lim
n→∞

An

)
∪
(
lim
n→∞

Bn

)
⊂ lim

n→∞
(An ∪ Bn) .

Ak ⊂ Ak ∪ Bk(∀k ⩾ n) =⇒
∞⋃
k=n

Ak ⊂
∞⋃
k=n

(Ak ∪Bk) =⇒
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ⊂
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

(Ak ∪ Bk) =⇒

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

(An ∩ Bn).同理 lim
n→∞

Bn ⊂ lim
n→∞

(An ∩ Bn),故上述等式得证.



习题 1 17

而另一方面,

lim
n→∞

(An ∪Bn) ⊂
(
lim
n→∞

An

)
∪
(
lim
n→∞

Bn

)
⇐⇒

[(
lim
n→∞

An

)
∪
(
lim
n→∞

Bn

)]c
⊂
[
lim
n→∞

(An ∪ Bn)
]c

⇐⇒ lim
n→∞

Ac
n ∩ lim

n→∞
Bc

n ⊂ lim
n→∞

(An ∪ Bn)
c ⇐⇒ lim

n→∞
Ac

n ∩ lim
n→∞

Bc
n ⊂ lim

n→∞
(Ac

n ∩ Bc
n).

事实上,

x ∈ lim
n→∞

Ac
n ∩ lim

n→∞
Bc

n =⇒

{
∃N1, ∀n ⩾ N1, x ∈ Ac

n,

∃N2, ∀n ⩾ N2, x ∈ Bc
n,

=⇒ ∃N = max{N1, N2}, s.t. ∀n ⩾ N, x ∈ Ac
n ∩ Bc

n =⇒ x ∈ lim
n→∞

(Ac
n ∩ Bc

n) .

命题得证.
(ii) lim

n→∞
(An ∩ Bn) =

[
lim
n→∞

(Ac
n ∪Bc

n)
]c (i)

===
[
lim
n→∞

An ∪ lim
n→∞

Bc
n

]c
=

(
lim
n→∞

An

)
∩
(
lim
n→∞

Bn

)
.

4.设 f : X → Y,A ⊂ X,B ⊂ Y ,试问: 下列等式成立吗?
(i) f−1(Y \B) = f−1(Y )\f−1(B);
(ii) f(X\A) = f(X)\f(A).

解. (i)成立.事实上 x ∈ f−1(Y \B) ⇐⇒ f(x) ∈ Y \B ⇐⇒ f(x) /∈ B ⇐⇒ x /∈ f−1(B) ⇐⇒
x ∈ f−1(Y )\f−1(B).
(ii)不成立,当 f(A) ∩ f(Ac) 6= ∅时.例如,X = Y = {1, 2}, A = {1}, f(1) = 1, f(2) = 1,此时有
f(X\A) = f({2}) = {1} 6= ∅ = {1}\{1} = f(X)\f(A).

5.试作开圆盘 {(x, y) : x2 + y2 < 1}与闭圆盘 {(x, y) : x2+ y2 ⩽ 1}之间的一一对应.

解. 设 D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} , E = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ 1} , Ck = {(x, y) : x2 + y2 =
1

k
}(k =

1, 2, · · · ),则 Ck ∼ Ck+1, ∀k.而 {2, 3, · · · } ∼ {1, 2, · · · } =⇒
∞⋃
k=2

Ck ∼
∞⋃
k=1

Ck,进而由

D =
⋃∞

k=2Ck ∪ (D\
⋃∞

k=2Ck)

l (对等) ‖
E =

⋃∞
k=1Ck ∪ (D\

⋃∞
k=2Ck)

知 D ∼ E.

-6-.设 f(x)在 (a, b)上有界.若 f(x)是保号的 (即当 f(x0) ≷ 0时,必有 δ0 > 0,使得 f(x) ≷
0(x0 − δ < x < x0 + δ)),试证明 f(x)的不连续点集是可数的.

证明. 本题有错误,有反例 f(x) = D(x) + 1 = χQ(x) + 1, x ∈ (0, 1).
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7.设 f(x)是定义在 [0, 1]上的实值函数,且存在常数M ,使得对于 [0, 1]中任意有限个数x1, · · · , xn,
均有

|f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)| ⩽M,

试证明集合 E = {x ∈ [0, 1] : f(x) 6= 0}是可数集.

证明. 令 a > 0, 记 E+
a = {x ∈ [0, 1] : f(x) > a}, E−

a = {x ∈ [0, 1] : f(x) < −a}; 则 E =
∞⋃
n=1

{x ∈ [0, 1] : |f(x)| > 1/n} =
∞⋃
n=1

(E+
1/n ∪ E

−
1/n).对任意 n,取 E+

1/n 中的 p个数 x1, x2, · · · , xp,

则 p · 1
n
< |f(x1)+ f(x2)+ · · ·+ f(xp)| ⩽M =⇒ p < nM ,所以 E+

1/n只含有限个数,同理 E−
1/n

也只含有限个数,由此可得 E 可数.

8.设 f(x)是定义在R上的实值函数.如果对于任意的 x0 ∈ R,必存在 δ > 0,使得当 |x−x0| < δ

时,有 f(x) ⩾ f(x0),试证明集合 E = {y : y = f(x)}是可数集.

证明. 取 y ∈ E, 则 ∃x ∈ R, s.t. f(x) = y. 由题意, ∃δx > 0, s.t. f(z) ⩾ f(x), ∀z ∈ Uδx(x);
取有理数 rx, Rx, 满足 x − δx < rx < x < Rx < x + δx, 如此就建立了 y 与 (rx, Rx) 的映射

f : E → Q2, y 7→ (rx, Rx).令 y1, y2 ∈ E, y1 6= y2, ∃x1, x2 ∈ R, s.t. f(x1) = y1, f(x2) = y2.若
(rx1 , Rx1) = (rx2 , Rx2),由题意, f(x1) ⩾ f(x2), f(x2) ⩾ f(x1),即 f(x1) = f(x2),矛盾,故 f 是单

射.又因为 E ∼ f(E) = {(rx, Rx) : x ∈ R, ∃y ∈ E, s.t. f(x) = y} ⊂ Q2,故 E 是可数集.

9.设 E 是三维欧氏空间 R3 中的点集,且 E 中任意两点的距离都是有理数,试证明 E 是可数

集.

证明. 设Q = {rn},取定 E中不同三点 x0, y0, z0,作三个球 Brk(x0), Brl(y0), Brm(z0),则 E中的

其余点必属于三个球面的交点.而三个球面至多有两个交点,则 E = {x0, y0, z0}
⋃

(rk,rl,rm)∈Q3
+

{x :

x ∈ E ∩ Brk(x0) ∩ Brl(y0) ∩ Brm(z0)}是可数集.

-11-.设 {fa(x)}a∈I 是定义在 [a, b]上的实值函数族.若存在M > 0,使得

|fα(x)| ⩽M,x ∈ [a, b], α ∈ I,

试证明对 [a, b]中任一可数集 E,总有函数列 {fαn(x)},存在极限

lim
n→∞

{fαn(x)}, x ∈ E.

证明. 不妨记 E := {x1, · · · , xm, · · · }, 因而 |fα(x1)| ⩽ M,α ∈ I . 由 Bolzano-Weierstrass 定理,
存在 {fα1

n
}∞n=1 ⊂ {fα}α∈I , lim

n→∞
fα1

n
(x1) 存在. 又因为 |fα1

n
(x2)| ⩽ M(∀n), 所以 ∃{fα2

n
}∞n=1 ⊂

{fα1
n
}, lim

n→∞
fα2

n
(x2)存在.这样的操作可以继续下去.如果E是有限集,不妨设元素个数为m,则

上述操作进行m步后停止,就有 lim
n→∞

fαm
n
(xm)存在;若 E 为无穷集,则利用对角线法则选取子

函数列 {fαm
m
}∞m=1,就有 lim

m→∞
fαm

m
(x)存在, x ∈ E.

-12-.设 E =
∞⋃
n=1

An.若 E = c,试证明存在 n0,使得 An0 = c.
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证明. 因为 E = c, 故不妨设 E = R∞ = {(x1, x2, · · · ) : x1 ∈ R}. 反证, 若对任意 n 都有

An < c, 则其每个分量的集合 An,i 的基数都小于 c. 于是对任意 i, 存在 xi ∈ R, xi /∈ An,i. 显
然 (x1, x2, · · · ) ∈ E 但不在任何一个 An中,这与题设矛盾.

-13-.设 f(x)是定义在 R上的递增函数,试证明点集

E = {x :对于任意的 ε > 0,有 f(x+ ε)− f(x− ε) > 0}

是 R中的闭集.

证明. 提示:对任意 x ∈ E ′,往证 f(x+ ε) > f(x− ε).

14.设 F ⊂ Rn是有界闭集,E是 F 的一个无限子集,试证明 E ′ ∩F 6= ∅.反之,若 F ⊂ Rn,且对
于 F 中任一无限子集 E,有 E ′ ∩ F 6= ∅,试证明 F 是有界闭集.

证明. 因为 E ⊂ F ,所以 E 是有界无限点集,故 E 中存在收敛子列,于是 E ′ 6= ∅.又 F 是闭集,
所以 E ′ ⊂ F ′ ⊂ F =⇒ E ′ ∩ F 6= ∅.
反之,∀x ∈ F ′, ∃{xn}∞n=1 ⊂ F , s.t. xn → x(n → ∞),记 E = {xn : n = 1, 2, · · · },则 E ′ = {x},由
题意,E ′ ∩ F 6= ∅,所以 x ∈ F ,即 F 是闭集.假设 F 无界,则 ∀n ∈ N, ∃xn ∈ F , s.t. ‖xn‖ > n且

xn互异,记 E = {xn : n = 1, 2, · · · },易知 E ′ = ∅,与 E ′ ∩ F 6= ∅矛盾,故 F 有界.

15.设 F ⊂ Rn是闭集,r > 0,试证明点集

E = {t ∈ Rn :存在x ∈ F,使得|t− x| = r}

是闭集.

证明. ∀t ∈ E ′, ∃{tn}∞n=1 ⊂ E, s.t. tn → t(n → ∞). 由题意, ∀n, ∃xn ∈ F , s.t. |tn − xn| = r.
于是由 {tn}有界知 {xn}有界,从而 {xn}存在收敛子列,不妨记为 {xnk

}∞k=1.故 xnk
→ x(k →

∞), x ∈ F .于是 |t− x| = lim
k→∞

|tnk
− xnk

| = r,即 t ∈ E,所以 E 为闭集.

-17-.设 E ⊂ R2,称 Ey = {x ∈ R : (x, y) ∈ E}为 E 在 R上的投影 (集).若 E ⊂ R2 是闭集,试
证明 Ey 也是闭集.

证明. ∀x ∈ E ′
y, ∃{xn} ⊂ Ey, xn → x(n → ∞),进而 (xn, y) → (x, y)(n → ∞).由 Ey 的定义知

{(xn, y)} ⊂ E,且 E 是闭集,所以 (x, y) ∈ E,于是 x ∈ Ey.所以 Ey 是闭集.

18.设 f ∈ C(R), {Fk}是 R中的递减紧集列,试证明

f

(
∞⋂
k=1

Fk

)
=

∞⋂
k=1

f(Fk).

证明. 显然,f
(

∞⋂
k=1

Fk

)
⊂

∞⋂
k=1

f(Fk), 往证 f

(
∞⋂
k=1

Fk

)
⊃

∞⋂
k=1

f(Fk).∀y ∈
∞⋂
k=1

f(Fk), 记 E =

{x ∈ R : f(x) = y} , Fk,y = E ∩Fk,因为 f 是连续的,所以 E是闭集;又因为 {Fk}是紧集列,所
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以也是有界闭集列,故 {Fk,y}是有界闭集列,且由 {Fk}的递减性可以推出 {Fk,y}也是递减的.

由闭区间套定理,存在 x ∈
∞⋂
k=1

Fk,y ⊂
∞⋂
k=1

Fk,使 f(x) = y,故 y ∈ f

(
∞⋂
k=1

Fk

)
,即 f

(
∞⋂
k=1

Fk

)
⊃

∞⋂
k=1

f (Fk),原命题得证.

-19-.设 f(x)在 R上具有介值性.若对任意的 r ∈ Q,点集 {x ∈ R : f(x) = r}必为闭集,试证明
f ∈ C(R).

证明. 反证,假设 f 不是 R上的连续函数,则存在 x0 ∈ R, ε > 0以及 {xn},满足 |xn − x0| <
1/n, |f(xn) − f(x0)| ⩾ ε.不妨设 f(xn) ⩾ f(x0) + ε > f(x0),则 ∃r ∈ Q, f(xn) ⩾ f(x0) + ε >

r > f(x0).由 f 的介值性,存在 ξn,对任意 n,有 |ξn − x0| ⩽ |xn − x0| < 1/n, f(ξn) = r.因此
ξn → x0(n→ ∞).因为 E := {x ∈ R : f(x) = r}为闭集,所以 x0 ∈ E,与 r > f(x0)矛盾.

-20-.设 E1, E2是 R中的非空集,且 E ′
2 6= ∅,试证明

Ē1 + E ′
2 ⊂ (E1 + E2)

′.

证明. 若 x ∈ E1+E
′
2,则存在 y ∈ E1, z ∈ E ′

2.于是有各不相同的列 {zn} ⊂ E2, zn → z(n→ ∞).
所以 E1 + E2 3 y + zn → y + z = x =⇒ x ∈ (E1 + E2)

′.因为 (E1 + E2)
′是闭集,所以对任意

y ∈ E ′
2, E1 + {y} ⊂ (E1 + E2)

′,故 Ē1 + {y} = E1 + {y} ⊂ (E1 + E2)′ = (E1 + E2)
′.由 y ∈ E ′

2

的任意性即得结论.

-22-.设 G1, G2是 Rn中的互不相交的开集,试证明

G1 ∩ Ḡ2 = ∅.

证明. 反证.假设 G1 ∩ Ḡ2 6= ∅,则 ∃x ∈ G1 ∩ Ḡ2.因为 G1 是开集,G1 ∩ G2 = ∅,所以 x ∈ G′
2,

且 ∃B(x, δ), s.t. B(x, δ) ⊂ G1. 所以 B(x, δ) ∩ G2 = ∅, 这与 x 是 G2 的极限点矛盾, 所以
G1 ∩ Ḡ2 = ∅.

-23-.设 G ⊂ Rn.若对任意的 E ⊂ Rn,有 G ∩ Ē ⊂ G ∩ E,试证明 G是开集.

证明. 取 E = Gc,则 G ∩Gc ⊂ G ∩Gc = ∅ =⇒ Gc ⊂ Gc =⇒ Gc是闭集.故 G是开集.

25.设 f : R → R,令

G1 = {(x, y) : y < f(x)}, G2 = {(x, y) : y > f(x)},

试证明 f ∈ C(R)当且仅当 G1与 G2是开集.

证明. 充分性.要证 G1与 G2是开集,只要证 Gc
1与 Gc

2是闭集.
∀(x, y) ∈ Gc

1
′, ∃(xn, yn) ∈ Gc

1, s.t. (xn, yn) → (x, y)(n → ∞). 易知 xn → x, yn → y(n →
∞), yn ⩾ f(xn), ∀n.由 f 的连续性得 f(x) = lim

n→∞
f(xn) ⩽ lim

n→∞
yn = y,所以 (x, y) ∈ Gc

1,即 Gc
1

为闭集,同理可证 Gc
2也为闭集.
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必要性. 由充分性假设 Gc
1 与 Gc

2 都是闭集. 下面用反证法证明 f 连续. 设存在 x0 ∈ R, ε0 >
0, xk → x0, |f(xk) − f(x0)| ⩾ ε0. 不妨设 f(xk) ⩾ f(x0) + ε0, 则 (xk, f(x0) + ε0) ∈ Gc

2; 因
为 xk → x0(k → ∞), 所以 (xk, f(x0) + ε0) → (x0, f(x0) + ε0)(k → ∞), 由 Gc

2 是闭集可得

(x0, f(x0) + ε0) ∈ Gc
2,所以 f(x0) ⩾ f(x0) + ε0,矛盾,所以假设不成立,也即 f ∈ C(R).

-26-.试问:由 R中的一切开集构成的集族的基数是什么?

解. 设 R中一切开集构成的集族为 O .一方面,由 O ⊃ {(a, a+ 1) : a ∈ R} ∼ R知 O ⩾ ℵ.另一
方面,注意到 R中开集可以写成有限或可数个不交开区间的并,而每个开区间 (a, b)都可以表

示为一列有理开区间之并,即

O =
λ⋃

i=1

∞⋃
k=1

(rik, sik)(Q 3 rik ↘ ai,Q 3 sik ↗ bi), λ ∈ N+ or λ = ∞, ∀O ∈ O.

于是有单射

O 3 O 7→ {(rik, sik) ∈ Q2 : 1 ⩽ i, k <∞, lim
k→∞

rik, lim
k→∞

sik 存在 } ∈ P(Q2) ∼ P(N) ∼ [0, 1].

由此 O ⩽ ℵ.综上即得 O = ℵ.

27.设 {Fa}是 Rn中的一族有界闭集.若任取其中有限个: Fa1 , Fa2 , · · · , Fam ,都有

m⋂
i=1

Fai 6= ∅,

试证明：
⋂
Fa 6= ∅.

证明. 仍用反证法.
m⋂
i=1

Fai = ∅ =⇒ Fα1 ⊂ Rn =
⋃
α

F c
α =⇒ Fα1 ⊂

m⋃
i=2

F c
αi

=

(
m⋂
i=2

Fαi

)c

=⇒

m⋂
i=1

Fαi
= Fα1 ∩

m⋂
i=2

Fαi
⊂

(
m⋂
i=2

Fαi

)c

∩
m⋂
i=2

Fαi
= ∅,矛盾.

-29-.设K ⊂ Rn是有界闭集, {Bk}是K 的开球覆盖,试证明存在 ε > 0,使得以K 中任一点为

中心, ε为半径的球必含于 {Bk}中的一个.

证明. 反证, 假设 ∀n ∈ N, ∃xn ∈ K,B(xn, 1/n) 6⊂ Bk, ∀k ∈ N. 因为 K 是有界闭集, 所以 xn

有收敛子列, 不妨仍记为 xn, 且 xn → x0(n → ∞), x0 ∈ K. 因为 {Bk} 是 K 的开球覆盖, 故
∃Bki ∈ {Bk}和 ε > 0, s.t. B(x0, ε) ⊂ Bki .取 n充分大,满足 |xn − x0| < ε/2以及 1/n < ε/2,则
B(xn, 1/n) ⊂ B(x0, ε) ⊂ Bki ,与假设矛盾,原命题得证.

-30-.设 f(x)是定义在 R上的可微函数,且对任意的 t ∈ R,点集 {x ∈ R : f ′(x) = t}是闭集,试
证明 f ′(x)是 R上的连续函数.

证明. 注意到导函数 f ′(x)具有介值性 (Darboux定理),由习题 1.19知结论成立.

-32-.试证明 R中可数稠密集不是 Gδ 集.
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证明. 反证,设E = {rn}是R中可数稠密集,且E =
∞⋂
n=1

On,其中On是开集.所以R = E∪Ec =

{rn} ∪
∞⋃
n=1

Oc
n.由 {rn}无内点, (Oc

n)
◦ = (Oc

n)
◦ = On

c Ē=R
==== Rc = ∅知 R是第一纲集.这与 R是

第二纲集矛盾.

-34-.试证明在 [0, 1]上不能定义如下的函数 f(x): 在有理数上连续,在无理数处不连续.

证明. 证法 1. 只需证明任何在 [0, 1] ∩ Q 上连续的函数至少在一个无理点处连续. 记 (0, 1) 中

有理点全体为 Q = {r1, r2, · · · , rn, · · · }, 又设 εn = 1/2n. 取 r∗1 6= r1, r1 ∈ Q, f(x) 在 r∗1 连

续, 则对 ε1 存在 δ1 > 0, 作 I1 = (r∗1 − δ1, r
∗
1 + δ1), 使得 r1 /∈ I1, |I1| < 1/2, I1 ⊂ (0, 1), 且

x ∈ I1 时有 |f(x) − f(x∗1)| < ε1. 再取 r∗2 ∈ I1 ∩ Q, r∗2 6= r2, r1, r
∗
1, 因为 f(x) 在 r∗2 连续, 所以

对 ε2, ∃δ2 > 0, I2 = (r∗2 − δ2, r
∗
2 + δ2),使得 r1, r

∗
1, r2 /∈ Ī2, |I2| < 1/22, Ī2 ⊂ I1,且 x ∈ I2 时有

|f(x)− f(r∗2)| < ε2.
上述取法可以继续下去,到第 n步取 r∗n ∈ In−1, r

∗
n ∈ Q, r∗n 6= rn, r1, r

∗
1, r2, r

∗
2, · · · , rn−1, r

∗
n−1(In−1

内有无穷多个有理数可以保证这一点).由 f(x)在 r∗n 连续,对 εn,存在 δn > 0,作 In = (r∗n −
δn, r

∗
n + δn),使得 rn, r1, r

∗
1, · · · , rn−1, r

∗
n−1 6∈ Īn−1, |In| < 1

2n
, Īn ⊂ In−1,且当 x ∈ In时有 |f(x)−

f(r∗n)| < εn.如此得到闭区间套 [0, 1] ⊃ Ī1 ⊃ Ī2 ⊃ · · · ⊃ Īn ⊃ · · · ,且 |In| < 1/2n → 0(n → ∞),

由闭区间套定理,∃!x0 ∈
∞⋂
n=1

Īn,下证 x0是无理点,且 f(x)在 x0点连续.

首先,若 x0 为有理点,则 ∃n0, x0 = rn0 .取 n ⩾ n0,由前面取法知 rn0 /∈ Īn,但这与 rn0 = x0 ∈
∞⋂
n=1

Īn ⊂ Īn 矛盾.其次,因为 x0 ∈ In0 ,故 ∀ε > 0,可取 εn0 < ε/2,再取 δ = δn0 − |x0 − r∗n0
| > 0,

当 |x− x0| < δ时,|x− r∗n0
| ⩽ |x− x0|+ |x0 − r∗n0

| < δn0 ,所以 |f(x)− f(x0)| ⩽ |f(x)− f(r∗n0
)|+

|f(r∗n0
)− f(x0)| < 2εn0 < ε,这就证明了 f(x)在无理点 x0连续,原命题得证.

证法 2.反证.若存在这样的 f ,则 f 的连续点集为 Q = [0, 1] ∩ Q.由书 40页例 11知 Q是 Gδ

集,这与书 43页例 13的 Q不是 Gδ 集矛盾.

-35-.试证明不存在满足下列条件的函数 f(x, y):
(i)f(x, y)是 R2上的连续函数;
(ii)偏导数 ∂

∂x
f(x, y),

∂

∂y
f(x, y)在 R2上处处存在;

(iii)f(x, y)在 R2的任一点上都不可微.

证明. 假设某个 f 满足 (i)和 (ii),则由书 44页例 15知

fx(x, y) = lim
n→∞

f
(
x+ 1

n
, y
)
− f(x, y)

1
n

的不连续点集 D1 为第一纲集.同理,fy 的不连续点集 D2 也是第一纲集.故 D = D1 ∪D2 还是

第一纲集,即

D =
∞⋃
k=1

Ek,
◦
Ek= ∅.
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这只能是D ⊊ R2,否则由 Baire定理 R2无内点,这是不可能的.于是存在 (x0, y0), fx, fy在该点

连续,进而在该点处可微,与 (iii)矛盾,

37.试证明 Rn中任一闭集皆为 Gδ 集,任一开集皆为 Fσ 集.

证明. 设 F 是闭集,令 Gn = {x ∈ Rn : d(x, F ) < 1/n}.
(i) Gn是开集. ∀x0 ∈ Gn, d(x0, F ) <

1

n
, ∃y0 ∈ F, d(x0, y0) = δ <

1

n
.令 ε =

1

n
− δ, ∀x ∈ B(x0, ε),

d(x, y0) ⩽ d(x, x0) + d(x0, y0) < ε + δ =
1

n
.故 d(x, F ) ⩽ d(x, y0) <

1

n
=⇒ x ∈ Gn, B(x0, ε) ⊂

Gn,所以 Gn是开集.

(ii)
∞⋂
n=1

Gn = F . 显然 F ⊂ Gn, ∀n ∈ N+, 故 F ⊂
∞⋂
n=1

Gn; ∀x ∈
∞⋂
n=1

Gn, d(x, F ) <
1

n
, ∀n =⇒

d(x, F ) = 0.因 F 是闭集,故 x ∈ F,
∞⋂
n=1

Gn ⊂ F .

综合 (i)(ii),F 是可数个开集的交集,为Gδ集.若G是开集,则Gc是闭集,所以有开集族 {Gn}∞n=1

使 Gc =
∞⋂
n=1

Gn,所以 G = (Gc)c =

(
∞⋂
n=1

Gn

)c

=
∞⋃
n=1

Gc
n,而 Gc

n为闭集,故 G为 Fσ 集.

-38-.设 f : [0, 1] → [0, 1].若点集

Gf = {(x, f(x)) : x ∈ [0, 1]}

是 [0, 1]× [0, 1]中的闭集,试证明 f ∈ C([0, 1]).

证明. 反证, 若 f /∈ C[0, 1], 则 ∃x0 ∈ [0, 1], ∃ε0 > 0, ∃[0, 1] 3 xk → x0, |f(xk) − f(x0)| ⩾ ε0.
由 f(xk) ∈ [0, 1]及 Bolzano-Weierstrass定理知 ∃kj, l ∈ [0, 1], lim

j→∞
f(xkj) = l,故 (xkj , f(xkj)) →

(x0, l). 又因为 Gf 是闭集, 所以 (x0, l) ∈ Gf , 因而 l = f(x0). 在第一行式子中取 k = kj 并令

j → ∞,得

0 = |f(x0)− f(x0)| = | lim
j→∞

f(xkj)− f(x0)| = lim
j→∞

|f(xkj)− f(x0)| ⩾ ε0,

这是一个矛盾.

39.设 F ⊂ R.若对任意的 f ∈ C(F ),必有在 R上的连续延拓,试证明 F 是闭集.

证明. 反证.若 F 不是闭集,则 ∃F 3 xn → x0 /∈ F (n → ∞).由题设,F 上的连续函数 f(x) =
1

|x− x0|2
在 R上有连续延拓 g(x).于是 g(x0) = lim

n→∞
g(xn) = lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞

1

|xn − x0|2
=

+∞.矛盾.

40. 设 A,B ⊂ Rn, 且 Ā ∩ B = B̄ ∩ A = ∅, 试证明存在开集 GA, GB : GA ∩ GB = ∅, GA ⊃
A,GB ⊃ B.

证明. 先证明 d(x,E) = d(x, Ē). 事实上, 由下确界定义知 d(x,E) ⩾ d(x, Ē). 另一方面,∀ε >
0, ∃y ∈ Ē, |x − y| < d(x, Ē) + ε =⇒ E 3 yn → y(n → ∞) =⇒ d(x,E) ⩽ lim

n→∞
|x − yn| ⩽

|x− y| < d(x, Ē) + ε.令 ε→ 0+得 d(x,E) ⩽ d(x, Ē).
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设 GA = {x ∈ Rn : d(x,B) − d(x,A) > 0}, GB = {x ∈ Rn : d(x,A) − d(x,B) > 0}, 则
由 d(·, A), d(·, B) 一致连续知 GA, GB 都是开集, 且由定义立得 GA ∩ GB = ∅. 进一步有 x ∈
A =⇒ x /∈ B̄ =⇒ d(x, B̄) > 0 =⇒ d(x,B)− d(x,A) = d(x, B̄)− 0 > 0 =⇒ A ⊂ GA,同理
可得 B ⊂ GB.

-41-.设 F1, F2, F3是 Rn中三个互不相交的闭集,试作 f ∈ C(Rn),使得
(i)0 ⩽ f(x) ⩽ 1;
(ii)f(x) = 0(x ∈ F1), f(x) = 1/2(x ∈ F2), f(x) = 1(x ∈ F3).

解. f(x) =
d(x, F1 ∪ F2) + d(x, F1 ∪ F3)

d(x, F1 ∪ F2) + 2d(x, F1 ∪ F3) + d(x, F2 ∪ F3)
, ∀x ∈ Rn.容易验证分母不为零, f 连

续,且满足条件 (i)(ii).
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2 Lebesgue测度

2.1 点集的 Lebesgue外测度

思考题 1.设 A ⊂ Rn且m∗(A) = 0,试证明对任意的 B ⊂ Rn,有

m∗(A ∪ B) = m∗(B) = m∗(B\A).

证明. 由外测度的单调性有 A∪B ⊃ B ⊃ B\A =⇒ m∗(A∪B) ⩾ m∗(B) ⩾ m∗(B\A).又由外
测度的次可数可加性有m∗(A∪B) ⩽ m∗(A)+m∗(B) = m∗(B),m∗(B) = m∗((B\A)∪(B∩A)) ⩽
m∗(B\A) +m∗(B ∩ A) ⩽ m∗(B\A) +m∗(A) = m∗(B\A).

思考题 2.设 A,B ⊂ Rn,且m∗(A),m∗(B) < +∞,试证明

|m∗(A)−m∗(B)| ⩽ m∗(A4B).

证明. A4B = (A ∪ B) − (A ∩ B) = (A\B) ∪ (B\A). 由 m∗(A) ⩽ m∗(A ∪ B) = m ∗ ((A ∩
B)∪ (A4B))及次可数可加性知m∗(A) ⩽ m∗(A∩B) +m∗(A4B) ⩽ m(B) +m∗(A4B),于是
m∗(A)−m∗(B) ⩽ m∗(A4B).同理可知m∗(B)−m∗(A) ⩽ m∗(B4A).

思考题 3.设 E ⊂ Rn.若对任意的 x ∈ E,存在开球 B(x, δx),使得 m∗(E ∩ B(x, δx)) = 0,试证
明m∗(E) = 0.

证明. E ⊂
⋃
x∈E

B(x, δx)
Lindelöf
=⇒ E ⊂

∞⋃
i=1

B(xi, δxi
) =⇒ m∗(E) = m∗

(
E ∩

∞⋃
i=1

B(xi, δxi
)

)
.由次

可数可加性知m∗(E) ⩽
∞∑
i=1

m∗(E ∩ B(xi, δxi
)) = 0.

2.2 可测集与测度

思考题 1. E ⊂ [0, 1].若m(E) = 1,试证明 Ē = [0, 1];若m(E) = 0,试证明
◦
E= ∅.

证明. 首先 E ⊂ [0, 1] =⇒ Ē ⊂ [0, 1] =⇒ 1 = m(E) = m(Ē) ⩽ 1 =⇒ m(Ē) = 1.下面反证
Ē = [0, 1].事实上 Ē 6= [0, 1] =⇒ Ē ⊊ [0, 1] =⇒ ∃x ∈ [0, 1], x /∈ Ē.所以 x ∈ [0, 1] ∩ Ēc.而 Ēc

是开集,故 ∃δ ∈ (0, 1), B(x, δ) ⊂ Ēc.
若 x ∈ (0, 1),则令 δ′ = min{x, 1−x, δ} > 0,于是B(x, δ′) ⊂ [0, 1]∩Ēc =⇒ 2δ′ ⩽ m([0, 1]∩Ēc).
由 Carathéodory条件,m([0, 1] ∩ Ēc) = 1−m(Ē) = 0,即 2δ′ ⩽ 0,矛盾.
若 x = 0,则 [0, δ) ⊂ Ēc =⇒ δ ⩽ m(Ēc),仍由 Carathéodory条件得到矛盾.当 x = 1时同理.
类似可证后一问.若

◦
E 6= ∅,则 ∃x ∈

◦
E =⇒ ∃δ > 0, s.t. B(x, δ) ⊂ E,于是有 2δ ⩽ m(E) = 0,矛

盾.
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思考题 2.设 {An}是互不相交的可测集列,Bn ⊂ An(n = 1, 2, · · · ),试证明

m∗

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

m∗(Bn)

证明. 先用数学归纳法证明

m∗

(
n⋃

k=1

Bk

)
=

n∑
k=1

m∗(Bk).

由 B1 ⊂ A1, B2 ⊂ A2, A1 ∩A2 = ∅及 Carathéodory条件得m(B1 ∪B2) = m((B1 ∪B2) ∩A1) +

m((B1 ∪ B2) ∩ Ac
1) = m(B1) +m(B2),故 n = 2时结论成立.若 n = m时结论成立,则

m∗

(
m+1⋃
i=1

Bi

)
= m∗

((
m+1⋃
i=1

Bi

)
∩ Am+1

)
+m∗

((
m+1⋃
i=1

Bi

)
∩ Ac

m+1

)

= m∗(Bm+1) +m∗

(
m⋃
i=1

Bi

)
= m∗(Bm+1) +

m∑
i=1

m∗(Bi) =
m+1∑
i=1

m∗(Bi).

所以

m∗

(
∞⋃
n=1

Bn

)
⩾ m∗

(
k⋃

i=1

Bi

)
=

k∑
i=1

m∗(Bi), ∀k ⩾ 1.

令 k → ∞,由次可数可加性得

m∗

(
∞⋃
n=1

Bn

)
⩾

∞∑
i=1

m∗(Bi) ⩾ m∗

(
∞⋃
i=1

Bi

)
.

于是命题得证.

-思考题 3-.设有点集 E1, E2,且 E1是可测集.若m(E14E2) = 0,试证明 E2是可测集,且

m(E2) = m(E1).

证明. 由题m(E1\E2) = m(E2\E1) = 0.由 E1 = [E2\(E2\E1)] ∪ (E1\E2)立得结论.

思考题 4.设点集 B 满足:对于任给 ε > 0,都存在可测集 A,使得 m∗(A4B) < ε,试证明 B 是

可测集.

证明. 证法 1.因为 A可测,由定理 2.13,存在开集 G1 ⊃ A,m∗(G1\A) < ε(事实上这是可测集
的等价条件, Stein将其作为 Lebesgue可测集的定义),此时

B4G1 ⊂ (B4A) ∪ (A4G1) = (A4B) ∪ (G1\A),

故 m∗(B4G1) ⩽ m∗(A4B) +m∗(G1\A) < 2ε. 同时由外测度的定义,存在开集 G2 ⊃ B4G1
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使得m∗(G2) ⩽ m∗(B4G1) + ε < 3ε.令 G = G1 ∪G2,则 G是开集,并且有

G = G1 ∪G2 ⊃ G1 ∪ (B4G1) ⊃ G1 ∪ (B\G1) = G1 ∪ B ⊃ B,

G\B = (G1 ∪G2)\B = (G1\B) ∪ (G2\B) ⊂ (B4G1) ∪G2 ⊂ G2.

故m∗(G\B) ⩽ m∗(G2) < 3ε,这说明 B 是可测集.
证法 2.由题,∀ε > 0, ∀i, ∃Ai ∈ M , s.t. m(Ai4B) <

ε

2i
=⇒ m∗(Ai\B) <

ε

2i
,m∗(B\Ai) <

ε

2i
.

于是

m∗

(
∞⋂
j=1

Aj\B

)
⩽ m∗(Ai\B) ⩽ ε

2i
, ∀i ⩾ 1,

m∗

(
B\

∞⋂
j=1

Aj

)
= m∗

(
∞⋃
j=1

(B\Aj)

)
⩽

∞∑
j=1

m∗(B\Aj) < ε.

第二个等式利用了外测度的次可数可加性.所以 m∗

(
∞⋂
j=1

Aj\B

)
= 0,m∗

(
B\

∞⋂
j=1

Aj

)
< ε.令

Cε =
∞⋂
j=1

Aj ,则我们证明了 ∀ε > 0, ∃Cε ∈ M , s.t. m∗(Cε\B) = 0,m∗(B\Cε) < ε.

下面取 ε = 1/k,则

∃Ck ∈ M , s.t. m∗(Ck\B) = 0,m∗(B\Cε) <
1

k

=⇒


m∗

(
∞⋃
l=1

Cl\B

)
⩽

∞∑
l=1

m∗(Cl\B) = 0(次可数可加性)

m∗

(
B\

∞⋃
l=1

Cl

)
= m∗

(
∞⋂
l=1

(B\Cl)

)
⩽ m∗(B\Ck) <

1

k
, ∀k ⩾ 1

=⇒ m∗

(
∞⋃
l=1

Cl\B

)
= 0 = m∗

(
B\

∞⋃
l=1

Cl

)
=⇒

∞⋃
l=1

Cl\B ∈ M , B\
∞⋃
l=1

Cl ∈ M

=⇒
∞⋃
l=1

Cl ∩ B =
∞⋃
l=1

Cl\

(
∞⋃
l=1

Cl\B

)
∈ M =⇒ B =

(
∞⋃
l=1

Cl ∩ B

)
∪

(
B\

∞⋃
l=1

Cl

)
∈ M .

故命题得证.

注：下面的条件是等价的：
(1)E ⊂ Rn是可测集;
(2)对任意 ε > 0,存在开集 G ⊃ E,m∗(G\E) < ε;
(3)对任意 ε > 0,存在闭集 F ⊂ E,m∗(E\F ) < ε;
(4)存在 Gδ 集 H ⊃ E,m(H\E) = 0;
(5)存在 Fσ 集 K ⊂ E,m(E\K) = 0.

思考题 6.设 X = {Eα}是由 R中某些互不相交的正测集形成的集族,试证明 X 是可数的.
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证明. 设 Xk,i = {Eα ∈ X : m(Eα ∩ [−k, k]) ⩾ 1

i
}, 则

∞⋃
k,i=1

Xk,i = X . 事实上, 一方面显然

∞⋃
k,i=1

Xk,i ⊂ X 成立. 另一方面, 由 Eα ∈ X 知 m(Eα) > 0, 于是 m
(
lim
k→∞

(Eα ∩ [−k, k])
)
> 0.

利用极限的保号性知 ∃k, s.t. m (Eα ∩ [−k, k]) > 0, 于是 ∃k, i0, s.t. m (Eα ∩ [−k, k]) ⩾ 1

i0
, 即

Eα ∈ Xk,i0 .
下面我们用反证法证明每个Xk,i有限.设某个Xk,i是无限集,则其必有一个可数子集 {Eαj

}∞j=1,
由它们互不相交可知

+∞ =
∞∑
j=1

1

i
⩽

∞∑
j=1

m(Eαj
)
可数可加
====== m

(
∞⋃
j=1

Eαj

)
⩽ m([−k, k]) ⩽ 2k.

产生矛盾.由前可知, X 作为可数个有限集的并,应是可数的.

-思考题 7-.设有 R中的可测集列 {Ek},且当 k ⩾ k0时,Ek ⊂ [a, b].若存在 lim
k→∞

Ek = E,试证明

m(E) = lim
k→∞

m(Ek).

证明. 因为m

(
∞⋃

k=k0

Ek

)
⩽ m([a, b]) <∞,故由测度论中的 Fatou引理 (书 78页),

m(E) = m
(
lim
k→∞

Ek

)
= m

(
lim
k→∞

Ek

)
⩽ lim

k→∞
m(Ek)

⩽ lim
k→∞

m(Ek) ⩽ m
(
lim
k→∞

Ek

)
= m

(
lim
k→∞

Ek

)
= m(E).

所以m(E) = lim
k→∞

m(Ek).

2.3 可测集与 Borel集的关系

思考题 1.设 E ⊂ Rn,且m∗(E) < +∞.若有m∗(E) = sup{m(F ) : F ⊂ E是有界闭集},试证明
E 是可测集.

证明. ∀i ∈ Z+,存在有界闭集 Fi ⊂ E,m(Fi) > m∗(E) − 1/i.因此
∞⋃
j=1

Fj ⊂ E,m

(
∞⋃
j=1

Fj

)
⩾

m(Fi) > m∗(E)−1/i, ∀i ∈ Z+.令 i→ ∞得m∗(E) ⩾ m

(
∞⋃
j=1

Fj

)
⩾ m∗(E) =⇒ m

(
∞⋃
j=1

Fj

)
=

m∗(E). 所以由 Carathéodory 条件有 m∗

(
E\

∞⋃
j=1

Fj

)
= 0, 这说明 E\

∞⋃
j=1

Fj ∈ M , 于是可得

E =
∞⋃
j=1

Fj ∪

(
E\

∞⋃
j=1

Fj

)
∈ M .
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-思考题 2-. (p.s. 对比习题 2之 3.)设 A ∈ M , B ⊂ Rn,试证明

m∗(A ∪ B) +m∗(A ∩B) = m∗(A) +m∗(B).

证明. 若 m(A) = +∞, 则上式两侧均为 +∞; 不然, 由 Carathéodory 条件, 有 m∗(A ∪ B) =

m∗((A∪B)∩A)+m∗((A∪B)∩Ac) = m(A)+m∗(B\A),m∗(B) = m∗(B ∪A)+m∗(B ∩Ac) =

m∗(A ∪ B) +m∗(B\A).由前面两式可得结论.

-思考题 3-.设 f(x), g(x)是 [a, b]上严格递减的连续函数,且对任意的 t ∈ R,有

m({x ∈ [a, b] : f(x) > t}) = m({x ∈ [a, b] : g(x) > t}),

试证明 f(x) = g(x), x ∈ (a, b).

证明. 证法 1.反证,设 f(x0) 6= g(x0), x0 ∈ (a, b),不妨设 f(x0) > g(x0),记 ε = f(x0) − g(x0).
由单调性和连续性易得 ∃x1 ∈ (x0, b), s.t. f(x1) > f(x0)− ε/2 = g(x0) + ε/2.现在取 t = f(x1),
则 m({x ∈ [a, b] : f(x) > t}) = [a, x1), 然而因为 g(x0) < t, 故 m({x ∈ [a, b] : g(x) > t}) ⊊
[a, x0] ⊊ [a, x1),与题中等式矛盾,故 f = g, ∀x ∈ (a, b).
证法 2. 对任意 t ∈ [f(b), f(a)], 由 f 严格递减及连续函数介值定理知 f−1(t) 是一个单点, 而
m({x ∈ [a, b] : f(x) > t}) = m({x ∈ [a, b] : x < f−1(t)}) = f−1(t) − a,同理 m({x ∈ [a, b] :

f(x) > t}) = g−1(t) − a. 所以 f−1(t) = g−1(t), ∀t ∈ [f(b), f(a)] =⇒ f−1 = g−1 =⇒ f =

(f−1)−1 = (g−1)−1 = g, x ∈ (a, b).

2.4 正测度集与矩体的关系

思考题 1.设 E ⊂ R,且m(E) > 0,试证明存在 a > 0,使得

(E + {x}) ∩ E 6= ∅ (|x| < a).

证明. 由 Steinhaus定理, ∃a > 0, B(0, a) ⊂ E − E.所以 ∀x, |x| < a, ∃y, z ∈ E, x = y − z =⇒
z + x = y.而 z + x ∈ E + {x}, y ∈ E,故 (E + {x}) ∩ E 6= ∅.

-思考题 2-.设 E ⊂ R是可测集, a ∈ R, δ > 0.若对满足 |x| < δ 的一切 x,均有 a + x ∈ E 或

a− x ∈ E,试证明m(E) ⩾ δ.

证明. 对满足 |x| < δ 的一切 x,有 x ∈ E − {a}或 x ∈ {a} − E,于是 (−δ, δ) ⊂ (E − {a}) ∪
({a} −E),故有 2δ ⩽ m(E − {a}) +m({a} −E) = 2m(E) =⇒ m(E) ⩾ δ,其中用到了测度的
次可数可加性和平移不变性.

2.5 不可测集

-思考题 1-.试问:是否存在可测集 E ⊂ [0, 1],使得对于任意的 x ∈ R,存在 y ∈ E,有 x−y ∈ Q?
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证明. 书 87 页已经指出任一正测度集 E 都有不可测子集, 下面给出证明. 事实上, 由 E =
∞⋃
n=1

(E ∩ [−n, n]) 知不妨设 E 有界, 而 ∃n0, E ⊂ [−n0, n0]. 考虑 E 上的等价关系: 对 x, y ∈

E, x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Q,令等价类 [x] = {y ∈ E : y ∼ x},商集 E/ ∼= {[x] : x ∈ E},则⋃
x∈E

[x] = E.由选择公理,在 E/ ∼的每个等价类中只取一个点构成集合W ,则W ⊂ E,下面用

反证法证明 W 是不可测集.由 E − E ⊂ [−2n0, 2n0]知,若设 Q ∩ [−2n0, 2n0] = {rn},对任意
k 6= l, (W + {rk}) ∩ (W + {rl}) = ∅,并且

∞⋃
n=1

(W + {rn}) ⊂ [−3n0, 3n0], E ⊂
∞⋃
n=1

(W + {rn}).

由W 是可测集知W + {rn}均可测,且

0 < m(E) ⩽
∞∑
n=1

m(W + {rn}) =


m

(
∞⋃
n=1

(W + {rn})

)
⩽ m([−3n0, 3n0]) = 6n0;

∞∑
n=1

m(W ).

若 m(W ) > 0, 则
∞∑
n=1

m(W ) ⩽ 6n0 矛盾; 若 m(W ) = 0, 则 0 < m(E) ⩽
∞∑
n=1

m(W ) = 0,

又是矛盾. 故 W 不可测. 于是我们取 E ⊂ [0, 1] 的不可测子集 W , 对任意 x ∈ R, x − [x] ∈

[0, 1) ⊂
∞⋃
n=1

(W + {rn})(这里 [x]表示 Gauss取整).因此存在 y ∈ W, rn ∈ Q, x− [x] = y + rn,即

x− y = [x] + rn ∈ Q.

-思考题 2-.试做出互不相交的点集列 {Ek},使得

m∗

(
∞⋃
k=1

Ek

)
<

∞∑
k=1

m∗(Ek).

证明. 取 (0, 1)中的不可测集W ,并设Q∩ (0, 1) = {rn}, En = W + {rn},由测度的平移不变性,

m∗

(
∞⋃
k=1

Ek

)
⩽ m(0, 2) = 2,

∞∑
k=1

m∗(Ek) =
∞∑
k=1

m∗(W ) = +∞,

最后一个等号是因为m∗(W ) > 0(否则W ∈ M ).

-思考题 3-.试在 [0, 1]中作一不可数集W ,使得W −W 无内点.

证明. 仿照教材方法作 [0, 1] 上的不可测集 W , 易得 W 是不可数集 (否则 W 是零测集, 从而
可测). 若 x, y ∈ W , 则 x = y 或 x − y /∈ Q, 即 x − y = 0 ∈ W − W 或 x − y /∈ Q. 因此
W −W ⊂ Qc ∪ {0},进而W 无内点 (否则W −W 包含区间,从而包含有理数,矛盾).

思考题 4.设W 是不可测集,E 是可测集,试证明 E4W 是不可测集.
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证明. 反证.若E4W ∈ M ,则E∪W = E∪ (E4W ) ∈ M .于是E∩W = (E∪W )\(E4W ) ∈
M ,且W\E = (E ∪W )\E ∈ M .于是我们得到W = (E ∩W ) ∪ (W\E) ∈ M ,矛盾.

思考题 5.设有点集 E.若对任意的满足

F ⊂ E ⊂ G

的闭集 F 和开集 G,有
sup
F

{m(F )} < inf
G
{m(G)},

试证明 E 不可测.

证明. 反证.若E可测,则由定理 2.13,存在开集G ⊃ E,m(G\E) = m(G)−m(E) < ε;存在闭集

F ⊂ E,m(E\F ) = m(E) −m(F ) < ε.由确界的定义,易知 sup
F

{m(F )} = m(E) = inf
G
{m(G)}.

矛盾.

-思考题 6-.试问:一族可测集的交集必是可测集吗?

解. 不一定.反证法,取不可测集W ,则 ∀x ∈ W, {x}c ∈ M ,因此
⋂
x∈W

{x}c ∈ M .故由DeMorgan

法则,我们有
⋃
x∈W

{x} = W ∈ M ,矛盾.

2.6 连续变换与可测集

本节没有习题.

习题 2

1.设 E ⊂ R,且存在 q : 0 < q < 1,使得对任一区间 (a, b),都有开区间列 {In}:

E ∩ (a, b) ⊂
∞⋃
n=1

In,
∞∑
n=1

m(Ik) < (b− a)q,

试证明m(E) = 0.

证明. 反证. 假设 m∗(E) > 0, 由 m∗(E) = inf{m(G) : G ⊃ E,G为开集} 及下确界性质, 对
ε =

1− q

2q
m∗(E) > 0,存在开集G ⊃ E,使得m(G) < m∗(E)+ε =

1 + q

2q
m∗(E).设 {(αk, βk)}∞k=1

为 G 的构成区间, 即 G =
∞⋃
k=1

(αk, βk), 由题意, 对每个 (αk, βk), 存在开区间列 {Iki }∞i=1, 使得
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E ∩ (αk, βk) ⊂
∞⋃
i=1

Iki ,
∞∑
i=1

m(Iki ) < (βk − αk)q,于是

m∗(E) = m∗(E ∩G) = m∗

(
E ∩

(
∞⋃
k=1

(αk, βk)

))
= m∗

(
∞⋃
k=1

(E ∩ (αk, βk))

)

⩽
∞∑
k=1

m∗ (E ∩ (αk, βk)) ⩽
∞∑
k=1

m∗

(
∞⋃
i=1

Iki

)

⩽
∞∑
k=1

∞∑
i=1

m(Iki ) <
∞∑
k=1

(βk − αk)q

= qm(G) < q · 1 + q

2q
m∗(E) =

1 + q

2
m∗(E) < m∗(E)(0 < q < 1),

即m∗(E) < m∗(E),这是不可能的,故m(E) = 0.

2.设 A1, A2 ⊂ Rn, A1 ⊂ A2, A1是可测集,且m (A1) = m∗ (A2) < +∞,试证明 A2是可测集.

证明. 因为 A1可测,m∗(A1) = m(A1) = m∗(A2),所以m∗(A2) = m∗(A2 ∩A1) +m∗(A2 ∩Ac
1) =

m∗(A1)+m
∗(A2∩Ac

1) = m∗(A2)+m
∗(A2∩Ac

1),又m∗(A2) <∞,故m∗(A2∩Ac
1) = 0 =⇒ A2\A1

可测,且 A2 = A1

⋃
(A2\A1),故 A2可测.

-3-. (p.s. 对比 2.3思考题 2)设 A,B ⊂ Rn都是可测集,试证明

m∗(A ∪ B) +m∗(A ∩B) = m∗(A) +m∗(B)

(用 A,A ∪ B 做试验集).

证明. 因为 A,B 都是可测集,所以m∗(A ∪B) +m∗(A ∩B) = m∗(A ∪ (B\A)) +m∗(A ∩B) =

m∗(A) +m∗(B\A) +m∗(A ∩ B) = m∗(A) +m∗(B ∩ Ac) +m∗(B ∩ A) = m∗(A) +m∗(B).

-4-.试问:是否存在闭集 F, F ⊂ [a, b]且 F 6= [a, b],而

m(F ) = b− a?

证明. 假设存在这样的F ,则 ∃x0 ∈ [a, b], x0 /∈ F .因此 ∃x0 ∈ [a, b], ∃δ ∈ (0, b−a), B(x0, δ) ⊂ F c,
故而 [a, b] ∩ B(x0, δ) ⊂ [a, b]\F .所以 0 < m([a, b]\F ) = m([a, b])−m(F ) = b− a−m(F ) = 0,
矛盾.

-5-.试在 R中作由某些无理数构成的闭集 F ,使得m(F ) > 0.

证明. 记 R中全体有理数为 {rn},令 En =

(
rn −

1

2n+1
, rn +

1

2n+1

)
,则 E =

∞⋃
n=1

En是开集,且

m(E) ⩽
∞∑
n=1

m(En) =
∞∑
n=1

1

2n
= 1.

令 F = R\E,则 F 是闭集,且m(F ) = ∞ > 0,故即为所求.
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7.设 {Ek}是 Rn中的可测集列,若m

(
∞⋃
k=1

Ek

)
< +∞,试证明

m
(
lim
k→∞

Ek

)
⩾ lim

k→∞
m(Ek).

证明. 因为 lim
k→∞

Ek =
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

En,而
{

∞⋃
n=k

En

}
为递减的可测集列,且 m

(
∞⋃
k=1

Ek

)
< ∞,由测

度的下连续可得:

m
(
lim
k→∞

Ek

)
= m

(
lim
k→∞

∞⋃
n=k

En

)
= lim

k→∞
m

(
∞⋃
n=k

En

)
= lim

k→∞
m

(
∞⋃
n=k

En

)
⩾ lim

k→∞
m (Ek) .

8.设 {Ek}是 [0, 1]中的可测集列,m(Ek) = 1(k = 1, 2, · · · ),试证明

m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
= 1

证明. 记 E = [0, 1],因为 m(Ek) = 1(k = 1, 2, · · · ),所以 m(E\Ek) = m(E) −m(Ek) = 0(k =

1, 2, · · · ),所以 1 = m(E) = m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
+m

(
E\

∞⋂
k=1

Ek

)
= m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
+m

(
∞⋃
k=1

(E\Ek)

)
⩽

m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
+

∞∑
k=1

m (E\Ek) = m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
,即m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
⩾ 1,又 ∵ m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
⩽ m(E) =

1 =⇒ m

(
∞⋂
k=1

Ek

)
= 1.

-9-.设 E1, E2, · · · , Ek 是 [0, 1]中的可测集,且有

k∑
i=1

m(Ei) > k − 1,

试证明m

(
k⋂

i=1

Ei

)
> 0.

证明. 由 Carathéodory条件及次可数可加性知

1 >
k∑

i=1

(1−m(Ei)) =
k∑

i=1

(m[0, 1]−m(Ei)) =
k∑

i=1

m(Ec
i )

⩾ m

(
k⋃

i=1

Ec
i

)
= m

((
k⋂

i=1

Ei

)c)
= 1−m

(
k⋂

i=1

Ei

)
.
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-10-.设 A,B,C 是 Rn中的可测集.若有

m(A4B) = 0,m(B4C) = 0,

试证明m(A4C) = 0.(A\C = A ∩ Cc ∩ (B ∪Bc) = [A ∩ (B\C)] ∪ [Cc ∩ (A\B)])

证明. 由题 m(A\B) = m(B\A) = m(B\C) = m(C\B) = 0.按提示我们有 m(A\C) ⩽ m(A ∩
(B\C)) +m(Cc ∩ (A\B)) ⩽ m(B\C) +m(A\B) = 0.同理m(C\A) = 0,故命题得证.

12.设 {Bk}是 Rn 中递减可测集列, m∗(A) < +∞.令 Ek = A ∩ Bk(k = 1, 2, · · · ), E =
∞⋂
k=1

Ek,

试证明

lim
k→∞

m∗(Ek) = m∗(E).

证明. 取 A 的等测包 H , 则 H ⊃ A,m(H) = m∗(A) < ∞. 因为 {Bk} 为递减可测集列, 所
以 {H

⋂
Bk}为递减可测集列,由测度的下连续性可知 lim

k→∞
m(H ∩ Bk) = m

(
lim
k→∞

H ∩ Bk

)
=

m

(
∞⋂
k=1

(H ∩ Bk)

)
.此外由外测度的单调性和次可加性知

0 ⩽ m∗(Ek)−m∗(E) ⩽ m∗(Ek\E)

= m∗

(
(A ∩ Bk)\

(
A ∩

(
∞⋂
k=1

Bk

)))

= m∗

(
A ∩

(
Bk\

(
∞⋂
k=1

Bk

)))
⩽ m∗

(
H ∩

(
Bk\

(
∞⋂
k=1

Bk

)))

= m

(
(H ∩ Bk) \

((
∞⋂
k=1

(H ∩Bk)

)))

= m(H ∩ Bk)−m

(
∞⋂
k=1

(H ∩ Bk)

)
.

令 k → ∞可得 lim
k→∞

m∗(Ek) = m∗(E).

-13-.设 E ⊂ Rn, H ⊃ E且H 是可测集.若H\E的任一可测子集皆为零测集,试问: H 是 E的

等测包吗?

证明. 令 G是 E的一个等测包,则 G ⊃ E,m(G) = m∗(E),因而H\G ⊂ H\E.由于H\G是可
测集,根据已知条件,m(H\G) = 0,所以m(H) = m(H\G)+m(H ∩G) = m(H ∩G) ⩽ m(G) =

m∗(E).又因为 H ⊃ E,所以m(H) ⩾ m∗(E),故m(H) = m∗(E),即 H 是 E 的等测包.

14.试证明点集 E 可测的充分必要条件是:对任给 ε > 0,存在开集 G1, G2 : G1 ⊃ E,G2 ⊃ Ec,
使得m(G1 ∩G2) < ε.

证明. 必要性. 若 E 可测, 由定理 2.13, ∀ε > 0, ∃ 开集 G ⊃ E, 闭集 F ⊂ E, s.t. m(G\E) <
ε/2,m(E\F ) < ε/2,由G\F ⊂ (G\E)∪(E\F ),知m(G\F ) ⩽ m((G\E)∪(E\F )) ⩽ m(G\E)+
m(E\F ) < ε, 令 G1 = G,G2 = F c, 则 G1, G2 为开集,G1 ⊃ E,G2 ⊃ Ec,m(G1 ∩ G2) =
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m(G\F ) < ε.
充分性.若对 ∀ε > 0,存在开集 G1, G2 : G1 ⊃ E,G2 ⊃ Ec, s.t. m(G1 ∩G2) < ε,则取 εn = 1/n,

存在开集 Gn,闭集 Fn, Gn ⊃ E,Fn ⊂ E,使 m(Gn\Fn) < εn, n = 1, 2, · · · .令 G =
∞⋂
n=1

Gn, F =

∞⋃
n=1

Fn,则G ⊃ E,F ⊂ E均为可测集,且m(G\F ) ⩽ m(Gn\Fn) < εn,令 n→ ∞,得m(G\F ) =

0. 因为 F ⊂ E, 所以 G\E ⊂ G\F,m∗(G\E) ⩽ m(G\F ) = 0, 即 G\E 为零测集, 故 E =

G\(G\E)为可测集.

-15-.设 E ⊂ [0, 1]是可测集,且有

m(E) ⩾ ε > 0, xi ∈ [0, 1], i = 1, 2, · · · , n,

其中 n >
2

ε
.试证明 E 中存在两个点其距离等于 {x1, x2, · · · , xn}中某两个点之间的距离.

证明. 因为 xi ∈ [0, 1],所以 E + {xi} ⊂ [0, 2], i = 1, 2, · · · , n,所以
n⋃

i=1

(E + {xi}) ⊂ [0, 2] =⇒

m

(
n⋃

i=1

(E + {xi})

)
⩽ m([0, 2]) = 2.由测度的平移不变性知m(E + {xi}) = m(E) ⩾ ε > 0, i =

1, 2, · · · , n.若 (E + {xi}) ∩ (E + {xj}) = ∅, ∀i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n,则m

(
n⋃

i=1

(E + {xi})

)
=

n∑
i=1

m(E + {xi}) = n · m(E) ⩽ 2 =⇒ n ⩽ 2/m(E) ⩽ 2/ε, 与已知 n > 2/ε 矛盾, 所以存

在 i 6= j, (E + {xi}) ∩ (E + {xj}) 6= ∅, 即存在 ei, ej ∈ E, ei 6= ej , s.t. ei + xi = ej + xj , 则
|ei − ej| = |xi − xj|,原命题得证.

16.设W 是 [0, 1]中的不可测集,试证明存在 ε : 0 < ε < 1,使得对于 [0, 1]中任一满足m(E) ⩾ ε

的可测集 E,W ∩ E 是不可测集.

证明. 反证, 假设 ∀ε : 0 < ε < 1, 存在可测集 E ⊂ [0, 1],m(E) ⩾ ε, s.t. W ∩ E 是可测集.
令 εn = 1 − 1/n, 存在可测集 En ⊂ [0, 1], s.t. m(En) ⩾ εn,W ∩ En 为可测集,n = 1, 2, · · · .

令 E =
∞⋃
n=1

En, 则 E ⊂ [0, 1] 为可测集, 且 1 − 1/n ⩽ m(En) ⩽ m(E) ⩽ 1, 令 n → ∞

知 m(E) = 1,m([0, 1]\E) = 0,m(W ∩ ([0, 1]\E)) = 0.所以 W ∩ ([0, 1]\E)为零测集.又因为

W ∩E = W ∩

(
∞⋃
n=1

En

)
=

∞⋃
n=1

(W ∩En)是可测集,所以W = W ∩[0, 1] = W ∩(E∪([0, 1]\E)) =

(W ∩ E) ∪ (W ∩ ([0, 1]\E))是可测集.矛盾.
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3 可测函数

注：本章及以后都将 {x ∈ E : P}简记为 E[P ],其中 P 是关于 f 的不等式或等式.

3.1 可测函数的定义及其性质

-思考题 1-.设 f(x)定义在可测集 E ⊂ Rn 上.若 f 2(x)在 E 上可测,且 {x ∈ E : f(x) > 0}是
可测集,则 f(x)在 E 上可测.

证明. 由 E[|f | > c] =

{
E[f 2 > c2], c ⩾ 0

E, c < 0
∈ M 可知 |f(x)| 在 E 上可测. 又因为 f(x) =

|f(x)|[χE[f>0](x)− χE[f<0](x)],故 f 在 E 上可测.

思考题 2.记F 为 (0, 1)上的一个连续函数族,则函数

g(x) = sup
f∈F

{f(x)}, h(x) = inf
f∈F

{f(x)}

是 (0, 1)上的可测函数.

证明. 设 E = [0, 1]. 因为 g(x) > c ⇐⇒ sup
f∈F

{f(x)} > c ⇐⇒ ∃fc ∈ F , fc(x) > c, 所以

E[g > c] =
⋃
f∈F

E[f > c].由 f 连续知 E[f > c]是开集,进而 E[g > c]是开集,所以是可测集,

于是 g可测.同理由 E[h < c] =
⋃
f∈F

E[f < c]知 h可测.

思考题 3.若 {fk(x)}是 E ⊂ Rn上的可测函数列,则 fk(x)在 E 上收敛的点集是可测集.

证明. 设 C 是 fk 在 E 上收敛的点集,由 Cauchy收敛准则知

C =
∞⋂
i=1

∞⋃
N=1

∞⋂
k=N

∞⋂
l=N

E

[
|fk − fl| <

1

i

]
.

所以 C ∈ M .

思考题 4.设 f(x)在 E ⊂ R上可测,G和 F 各为 R中的开集和闭集,则点集

E1 = {x ∈ E : f(x) ∈ G}, E2 = {x ∈ E : f(x) ∈ F}

是可测集.

证明. 由 R 中开集的构造知 G =
M⋃
i=1

(ai, bi), 其中 M = m ∈ N+ 或 ∞,{(ai, bi)}Mi=1 互不相

交. 于是 E1 = E[f ∈ G] =
M⋃
i=1

E[f ∈ (ai, bi)] =
M⋃
i=1

(E[f > ai] ∩ E[f < bi]) ∈ M . 进而

E2 = E[f ∈ F ] = E\E[f ∈ F c] ∈ M .
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思考题 5.设 {Ek} ⊂ Rn 是互不相交的可测集列.若 f(x)在 Ek(k = 1, 2, · · · )上是可测的,则

f(x)在
∞⋃
k=1

Ek 上也是可测的.

证明. 设 E =
∞⋃
k=1

Ek,则 E[f > c] =
∞⋃
k=1

Ek[f > c] ∈ M ,故 f 在 E 上可测.

-思考题 6-. f ∈ C([a, b]).若有定义在 [a, b]上的函数 g(x) : g(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b],试问:
g(x)在 [a, b]上必是几乎处处连续的吗?

证明. 不是.例如,f(x) := 0, g(x) := D(x) =

1, x ∈ [a, b] ∩Q,

0, x ∈ [a, b]\Q.
因为当且仅当 x ∈ [a, b] ∩Q, f(x) 6= g(x),故 f = g, a.e. x ∈ [a, b].但 f 连续, g无处连续.

-思考题 7-.设 f(x)是 R上几乎处处连续的函数,试问是否存在 g ∈ C(R),使得

g(x) = f(x), a.e. x ∈ R?

证明. 不一定存在.例如 f(x) := χ(0,+∞)(x),下面用反证法证明符合题意的 g(x)不存在.
设 ∃g ∈ C(R), s.t. g(x) = f(x), a.e. x ∈ R,则令 Z = {x ∈ R : f(x) 6= g(x)},则m(Z) = 0.于是
对任意 x 6= 0, ∀i > 1/|x|, B(x, 1/i) 6⊂ Z(否则 m(Z) ⩾ 2/i > 0).所以 ∃xi ∈ B(x, 1/i), xi /∈ Z,

于是 f(xi) =

1, x > 0(xi > x− 1/i > 0),

0, x < 0(xi < x+ 1/i < 0).
因为 xi /∈ Z, 所以 g(xi) = f(xi), 进而 g(x) =

lim
i→∞

g(xi) = lim
i→∞

f(xi) =

1, x > 0,

0, x < 0.
,这与 g ∈ C(R)矛盾.

3.2 可测函数列的收敛

(二)几乎处处收敛与依测度收敛

-思考题 1-.设在可测集 E ⊂ R上,fn(x)(n = 1, 2, · · · )几乎处处收敛于 f(x),且依测度收敛于
g(x),试问:是否有关系式

g(x) = f(x), a.e. x ∈ E?

证明. 由Riesz定理, ∃{nk},有 lim
k→∞

fnk
(x) = g(x), a.e. x ∈ E.所以 g(x) = f(x), a.e. x ∈ E.

-思考题 2-.设 f(x), fk(x)(k = 1, 2, · · · )是 E 上的实值可测函数.若对任给 ε > 0以及 δ > 0,存
在 E 中可测子集 e以及 K,使得m(E\e) < δ,且有

|fk(x)− f(x)| < ε(k > K, x ∈ e).

试问这是哪种意义下的收敛?
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证明. 依题设知,对 ∀ε > 0, δ > 0,当 k > K 时,均有

m ({x ∈ E : |fk(x)− f(x)| ⩾ ε}) < δ,

此即 lim
k→∞

m(E[fk(x)− f(x)| ⩾ ε]) = 0,故这是依测度收敛.

思考题 3.设 {fk(x)}在 E上依测度收敛于零,g(x)是 E上实值可测函数.若m(E) = +∞,试说
明 {g(x)fk(x)}在 E 上不一定依测度收敛于零.(提示:g(x) = x, fk(x) = 1/k)

证明. m(E) = +∞时,设 E = [0,∞),作函数

fn(x) =

0, x ∈ [0, n),

1/x, x ∈ [n,∞),

gn(x) = x, (n ∈ N),

则 fn(x), gn(x)在 E 上各依测度收敛于 f(x) ≡ 0, g(x) ≡ x.然而 fn(x)gn(x)在 E 上不依测度

收敛于 f(x)g(x) = 0,这是因为 {x ∈ E : |fn(x)gn(x)| ⩾ 1} = [n,∞).

-思考题 4-.试问:fn(x) = cosn x(n = 1, 2, · · · )是 [0, π]上依测度收敛列吗?

证明. fn(x) = cosn x在 (0, π)上收敛到 0,于是 fn(x) → f(x) = 0, a.e. x ∈ [0, π],所以 fn(x)依

测度收敛到 0.

-思考题 5-.若 fn(x)(n = 1, 2, · · · )在 E ⊂ R上依测度收敛于 f(x) ≡ 0,试问:是否有

lim
n→∞

m ({x ∈ E : |fn(x)| > 0}) = 0?

证明. 不一定,定义中的任意小不能放宽到 0.例如,定义 fk(x) = 1/k(k ∈ N, x ∈ E = [0, 1]),易
知 fk(x)在 E 上依测度收敛于 0,但是m(E[|fk(x)| > 0]) = 1.

思考题 6.设 E ⊂ R上的可测函数列 {fk(x)}满足

fk(x) ⩾ fk+1(x) (k = 1, 2, · · · ).

若 fk(x)在 E 上依测度收敛到 0,试问:fk(x)在 E 上是否几乎处处收敛到 0?

证明. 由 Riesz定理,存在 {ki}∞i=1,使得 lim
i→∞

fki(x) = 0, a.e. x ∈ E,从而由 fk(x) ⩾ fk+1(x)可知

lim
k→∞

fk(x) = 0, a.e. x ∈ E.

3.3 可测函数与连续函数的关系

(一) Лузин定理

-思考题 1-.设 f(x)是 R上的实值可测函数,试问:是否存在 g ∈ C(R),使得

m({x ∈ R : |f(x)− g(x)| > 0}) = 0?
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解. 不一定.例如 f(x) =

−1, 0 ⩽ x < 1/2,

1, 1/2 ⩽ x ⩽ 1.
对任意 g(x) ∈ C(R),考虑 g(1/2)处即可.另外

有 f(x) = χ(0,+∞)(x)也可作反例,可用反证法证明不存在 g ∈ C(R)满足 g = f , a.e. x ∈ R.

思考题 2.设 f(x)在 [a, b]上可测,试证明存在多项式列 {Pn(x)},使得

lim
n→∞

Pn(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

证明. 由Лузин定理, 对 ∀n ∈ N, 存在闭集 Fn ⊂ [a, b], 有 Fn ⊂ Fn+1,m([a, b]\Fn) < 1/n, 且
f ∈ C(Fn).于是存在 g ∈ C([a, b]),使得 g(x) = f(x), ∀x ∈ Fn, n ∈ N.由此知存在多项式 Pn(x),
使得 |g(x)− Pn(x)| < 1/n, ∀n ∈ N, x ∈ [a, b],即 |f(x)− Pn(x)| < 1/n, ∀n ∈ N, x ∈ Fn.

令 F =
∞⋃
n=1

Fn,则 m([a, b]\F ) = 0.对 x0 ∈ F, ∃n0, x0 ∈ Fn(n ⩾ n0),从而对 ∀ε > 0,取 n1 > n0

且 1/n1 < ε,则有
|f(x0)− Pn(x0)| < 1/n < ε,

故命题得证.

(二)复合函数的可测性

思考题 1.设 f(x), g(x)是 R上的可测函数,且 f(x) > 0(x ∈ R),则 f(x)g(x)是 R上的可测函数.

证明. 证法 1.令 h(u, v) := uv ∈ C(R+ ×R), F (x) := h(f(x), g(x)) = f(x)g(x).对任意 t ∈ R,令
Gt = {(u, v) : f(u, v) > t} = f−1((t,+∞)),则有

R[F (x) > t] = R[(f(x), g(x)) ∈ Gt].

若 Gt 是开矩形：Gt = (a1, b1) × (c1, d1),则 R[F (x) > t] = R[f(x) ∈ (a1, b1), g(x) ∈ (c1, d1)] =

R[f(x) ∈ (a1, b1)] ∩ R[g(x) ∈ (c1, d1)].
对一般开集 Gt,将其分解为可数个开区间的并：Gt =

⋃
n⩾1

Jn, Jn = (an, bn)× (cn, dn),我们有

R[F (x) > t] =
⋃
n⩾1

(R[f(x) ∈ (an, bn)] ∩ R[g(x) ∈ (cn, dn)]) .

所以 F (x)在 R上可测.
证法 2. 因为 ∀t ∈ R,R[ln f(x) > t] = R[f(x) > et] ∈ M , 所以 ln f(x) 是 R 上的可测函数,
所以 g(x) ln f(x) 是 R 上可测函数. 令 p(x) = ex ∈ C(R), q(x) = g(x) ln f(x), 则 p(q(x)) =

eg(x) ln f(x) = f(x)g(x)是 R上可测函数.

思考题 2.设 f(x)在 [a, b]上可测,且m ⩽ f(x) ⩽M, g(x)在 [m,M ]上单调,则 g(f(x))在 [a, b]

上可测.
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证明. 不妨设 g在 [m,M ]上递增,则 ∀t ∈ R,

{x ∈ [a, b] : g(f(x)) > t} =


∅, t > g(M)

[a, b], t < g(m)

{x ∈ [a, b] : f(x) > g−1(t)}, otherwise

由 f(x)在 [a, b]上可测知 {x ∈ [a, b] : f(x) > g−1(t)}是可测集,故 g(f(x))在 [a, b]上可测.

习题 3

-1-.设有指标集 I, {fa(x) : α ∈ I}是 Rn 上可测函数族,试问:函数 S(x) = sup{fα(x) : α ∈ I}
在 Rn上是可测的吗?

解. 不一定. 例如令W ⊂ [0, 1]是不可测集,对 α ∈ W ,作函数

fα(x) =

{
1, x = α,

0, x 6= α,
(x ∈ [0, 1])

则 S(x) = χW (x),R[S(x) > 0] = W ,故 S 不是可测函数.

2. 设 z = f(x, y) 是 R2 上的连续函数,g1(x), g2(x) 是 [a, b] ⊂ R 上的实值可测函数, 试证明
F (x) = f(g1(x), g2(x))是 [a, b]上的可测函数.

证明. 证法 1.因为 g1(x), g2(x)是 [a, b] ⊂ R上的实值可测函数,所以由定理 3.9(简单函数逼近
定理), 存在可测简单函数列 {ϕk(x)} 和 {ψk(x)}, lim

k→∞
ϕk(x) = g1(x), lim

k→∞
ψk(x) = g2(x), ∀x ∈

[a, b].那么由定理 3.22知 {f(ϕk(x), ψk(x))}也为 [a, b]上的简单可测函数列.因为 z = f(x, y)

是 R2 上的连续函数,所以 lim
k→∞

f(ϕk(x), ψk(x)) = f(g1(x), g2(x)),所以 F (x) = f(g1(x), g2(x))

是 [a, b]上的可测函数.

证法 2. ∀t ∈ R, G := R2[f > t] 是开集. 由开集构造定理, 存在可列个互不相交的半开闭矩

体 Gn, G =
∞⋃
n=1

Gn, 其中 Gn =: In × I ′n, In, I
′
n 都是半开闭区间. 而 {x ∈ [a, b] : F (x) > t} =

{x ∈ [a, b] : (g1(x), g2(x)) ∈ G} =
∞⋃
n=1

{x ∈ [a, b] : (g1(x), g2(x)) ∈ Gn} =
∞⋃
n=1

({x ∈ [a, b] :

g1(x) ∈ In} ∩ {x ∈ [a, b] : g2(x) ∈ I ′n}), 由 g1(x), g2(x) 是 [a, b] ⊂ R 上的实值可测函数可知
{x ∈ [a, b] : F (x) > t}是可测集,因此 F (x) = f(g1(x), g2(x))是 [a, b]上的可测函数.

-3-.设 f(x)在 [a, b)上存在右导数,试证明右导函数 f ′
+(x)是 [a, b)上的可测函数.

证明. 由题 f(x)在 [a, b)上右连续,利用书 20页例 12的结论, f(x)的不连续点集是可数集,即
f(x)几乎处处连续.因此 f(x)是可测函数,进一步 f(x + 1/n)也是可测函数.又因为 f ′

+(x) =

lim
n→∞

f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
,由可测函数列的极限仍为可测函数可知 f ′

+(x)是 [a, b)上的可测函数.
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4.设 f(x)是 E ⊂ Rn 上几乎处处有限的可测函数, m(E) < +∞,试证明对任意的 ε > 0,存在
E 上的有界可测函数 g(x),使得

m({x ∈ E : |f(x)− g(x)| > 0}) < ε.

证明. 令 E0 = E[|f | = ∞], En = E[|f | ⩾ n], n = 1, 2, · · · ,则 E ⊃ E1 ⊃ · · ·En ⊃ · · · , E0 =
∞⋂
n=1

En.又因为 m(E) < ∞,所以 lim
n→∞

m(En) = m
(
lim
n→∞

En

)
= m(E0) = 0,于是 ∀ε > 0, ∃N >

0, s.t. m(EN) = m(E[|f | ⩾ N ]) < ε.作函数

g(x) =

f(x), x ∈ E\EN ,

0, x ∈ EN .

可知 g有界且可测,而m(E[|f − g| > 0]) ⩽ m(EN) < ε,因此 g(x)即为符合要求的函数.

-5-. 设 f(x) 以及 fn(x)(n = 1, 2, · · · ) 都是 A ⊂ R 上几乎处处有限的可测函数. 若对任给的
ε > 0,存在 A的可测子集 B : m(A\B) < ε,使得 fn(x)在 B 上一致收敛于 f(x),试证明 fn(x)

在 A上几乎处处收敛于 f(x).

证明. 这是Его́ров定理的逆命题 (但不再需要 m(A) < ∞这一条件).对于 εm = 1/2m,存在 A

的可测子集 Bm,m(A\Bm) < εm,且 fn ⇒ f 于 Bm.记 B =
∞⋂
j=1

∞⋃
m=j

(A\Bm),因为

m(B) ⩽ m

(
∞⋃

m=j

(A\Bm)

)
⩽

∞∑
m=j

m(A\Bm) <
∞∑

m=j

εm =
1

2j−1
, ∀j ∈ N,

所以 m(B) = 0. ∀x ∈ A\B =
∞⋃
j=1

∞⋂
m=j

Bm, ∃j0 ∈ N, x ∈
∞⋂

m=j0

Bm.因为 fn 在 Bm 上一致收敛,故

在 x处收敛,又m(B) = 0,故 fn(x)在 A上几乎处处收敛于 f(x).

6.设 {fk(x)}是 E ⊂ Rn 上的实值可测函数列,m(E) < +∞,试证明 lim
k→∞

fk(x) = 0(a.e. x ∈ E)
的充分且必要条件是:对任意的 ε > 0有

lim
j→∞

m({x ∈ E : sup
k⩾j

{|fk(x)|} ⩾ ε}) = 0.

证明. 记 S
(n)
j = E[sup

k⩾j

|fk(x)| ⩾ 1/n].

充分性.由题,对任给的 δ > 0, ∃k0 ∈ N,使得m(S
(n)
k0

) < δ.因为 ∀n,有

∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

E[|fk(x)| ⩾ 1/n] ⊂
∞⋃

k=k0

E[|fk(x)| ⩾ 1/n] ⊂ S
(n)
k0
.
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由 δ的任意性知 fk(x)不收敛到 0的点集的测度为 0:

m

(
∞⋃
n=1

∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

E[|fk(x)| ⩾ 1/n]

)
= 0.

必要性.令 S = E[ lim
k→∞

fk(x) = 0],于是m(E\S) = 0.因为 S
(n)
j ⊃ S

(n)
j+1,且

∞⋂
j=1

S
(n)
j ⊂ E\S,所以

0 ⩽ lim
j→∞

m(S
(n)
j ) = m

(
∞⋂
j=1

S
(n)
j

)
⩽ m(E\S) = 0 =⇒ ∀ε > 0, lim

j→∞
m(S

(1/ε)
j ) = 0.

7.设 f(x), f1(x), · · · , fk(x), · · · 是 [a, b]上几乎处处有限的可测函数,且有 lim
k→∞

fk(x) = f(x)(a.e.
x ∈ [a, b]),试证明存在 En ⊂ [a, b](n = 1, 2, · · · ),使得

m

(
[a, b]\

∞⋃
n=1

En

)
= 0,

而 {fk(x)}在每个 En上一致收敛于 f(x).

证明. 由题设条件知Его́ров定理的条件全部满足,于是令 εn = 1/n,存在 En ⊂ I := [a, b], s.t.

m(I\En) < 1/n, fn(x) 在 En 上一致收敛于 f(x). 因为 m

(
[a, b]\

∞⋃
n=1

En

)
⩽ m([a, b]\En) <

1/n, ∀n ∈ N,所以m

(
[a, b]\

∞⋃
n=1

En

)
= 0.

8.设 {fk(x)}在 E 上依测度收敛于 f(x), {gk(x)}在 E 上依测度收敛于 g(x),试证明 {fk(x) +
gk(x)}在 E 上依测度收敛于 f(x) + g(x).

证明. 只需注意到E[|(fk(x)+gk(x))−(f(x)+g(x))| > ε] ⊂ E[|fk(x)−f(x)| > ε/2]∪E[|gk(x)−
g(x)| > ε/2].

9.设 m(E) < +∞, f(x), f1(x), f2(x), · · · , fk(x), · · · 是 E 上几乎处处有限的可测函数,试证明
{fk(x)}在 E 上依测度收敛于 f(x)的充分必要条件是:

lim
k→∞

inf
α>0

{α +m ({x ∈ E : |fk(x)− f(x)| > α})} = 0.

证明. 必要性.∀ε > 0, α < ε/2, ∃N, s.t. m(E[|fk(x) − f(x)| > α]) < ε/2, ∀k ⩾ N . 于是 α +

m(E[|fk(x)− f(x)| > α]) < ε.对 α取下确界前式依然成立,再令 k → ∞亦然.必要性得证.
(或:我们有

lim
k→∞

inf
α>0

{α +m(E[|fk(x)− f(x)| > α])}

⩽ inf
α>0

lim
k→∞

(α +m(E[|fk(x)− f(x)| > α]))

= inf
α>0

{α + 0} = inf
α>0

{α} = 0,

其中的不等号是由于 Fatou引理.所以必要性成立.)
充分性. 记Ek(α) = E[|fk(x)−f(x)| > α],于是任给 ε > 0, ∃N, ∀k ⩾ N, inf

α>0
{α+m(Ek(α))} < ε.
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所以对每个 k ⩾ N, ∃αk > 0, s.t. αk + m(Ek(αk)) < ε =⇒ αk < ε.现在令 αε = sup
k⩾N

αk,则

αε ⩽ ε(k ⩾ N).因此, ∀ε > 0, 0 < δ < ε, ∃N, ∀k ⩾ N,

m(E[|fk(x)− f(x)| > δ]) < ε.

这说明 fk(x)在 E 上依测度收敛到 f(x).

-11-.设 f : Rn → R,且对任意的 ε > 0,存在开集 G ⊂ Rn,m(G) < ε,使得 f ∈ C(Rn\G),试证
明 f(x)是 Rn上的可测函数.

证明. 由题, 对任意 1/k, 存在开集 Gk ⊂ Rn, 使得 m(Gk) < 1/k, f(x) ∈ C(Rn\Gk). 令 G =
∞⋂
k=1

Gk, 则有 m(G) = 0. 对于任意 t ∈ R,Rn[f(x) > t] = G[f(x) > t] ∪ Rn\G[f(x) > t] =

G[f(x) > t]∪
∞⋃
k=1

(Rn\Gk[f(x) > t]).因为m∗(G[f(x) > t]) ⩽ m∗(G) = 0,所以G[f(x) > t]是零

测集.又 f(x) ∈ C(Rn\Gk),故 Rn\Gk[f(x) > t]是可测集,从而 Rn[f(x) > t]是可测集,故 f(x)

是 Rn上的可测函数.

12.设 {fk(x)}与 {gk(x)}在 E上都依测度收敛于零,试证明 {fk(x) · gk(x)}在 E上依测度收敛

于零.

证明. 只需注意到 E[|fk(x)gk(x)| ⩾ ε] ⊂ E[|fk(x)| ⩾
√
ε] ∪ E[|gk(x)| ⩾

√
ε].

13. 设 {fk(x)} 在 [a, b] 上依测度收敛于 f(x), g(x) 是 R 上的连续函数, 试证明 {g(fk(x))} 在
[a, b]上依测度收敛于 g(f(x)).若将 [a, b]改为 [0,+∞),结论还成立吗?

证明. 由复合函数的可测性易知 g[fk(x)], k = 1, 2, · · · , g[f(x)] 均为 [a, b] 上的可测函数. 任取
{g[fk(x)]} 的一个子列 {g[fki(x)]}, 因为 {fki(x)} 在 [a, b] 上依测度收敛于 f(x), 所以存在子
列 {fkij (x)}, s.t. lim

j→∞
fkij (x) = f(x); 又因为 g(x) 是 R 上的连续函数, 所以 lim

j→∞
g(fkij (x)) =

g(f(x)),由习题 9的结论,{g [fk(x)]}在 [a, b]上依测度收敛于 g[f(x)].若将 [a, b]改为 [0,∞),结
论不再成立,反例:

fn(x) =

{
x, x ∈ [0, n)

x+ 1/x, x ∈ [n,+∞)
, f(x) = x, g(x) = x2,

则 fn(x)依测度收敛到 f(x),但 g(fn(x))显然不依测度收敛到 g(f(x)) = x2.

14.设有定义在可测集E ⊂ Rn上的函数 f(x),且对任给的 δ > 0,存在E中的闭集F,m(E\F ) <
δ,使得 f(x)在 F 上连续,试证明 f(x)是 E 上的可测函数.

证明. 证法 1.取 εk = 1/k,则存在开集列 {Gk} : m(Gk) < 1/k(k ∈ N),且 f ∈ C(E\Gk)(k ∈ N).
令 fk(x) = f(x) · χE\Gk

(x),则对任给 ε > 0,我们有

m∗(E[|fk(x)− f(x)| ⩾ ε]) = m∗(Gk[|f(x)| ⩾ ε]) < 1/k.
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令 k → ∞即知 fk(x)在 E 上依测度收敛于 f(x).故 f(x)在 E 上可测.
证法 2. 由题, 对任意 1/n, 存在 E 中的闭集 Fn,m(E\Fn) < 1/n, 使得 f(x) 在 Fn 上连续. 令

F =
∞⋃
n=1

Fn, E0 = E\F ,则 m(E0) = m(E\F ) ⩽ m(E\Fn) < 1/n, ∀n ∈ N,所以 m(E0) = 0.对

任意实数 t ∈ R, E[f(x) > t] = E0[f(x) > t]∪F [f(x) > t] = E0[f(x) > t]∪

(
∞⋃
n=1

Fn[f(x) > t]

)
.

因为 m∗(E0[f(x) > t]) ⩽ m∗(E0) = 0,所以 E0[f(x) > t]是零测集.又因为 f 在 Fn 上连续,所
以 Fn[f(x) > t]是可测集,从而 E[f(x) > t]是可测集,故 f(x)是 E 上的可测函数.

15.设 {fn(x)}是 [a, b]上的可测函数列,f(x)是 [a, b]上的实值函数.若对任给的 ε > 0,都有

lim
n→∞

m∗({x ∈ [a, b] : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0,

试问 f(x)是 [a, b]上的可测函数吗?

证明. 是的.依题设知,对任意 k ∈ N,存在 {nk},有m∗(Ek) < 1/2k, Ek = {x ∈ [a, b] : |fnk
(x)−

f(x)| > 1/2k}.由此得 m∗

(
∞⋂

N=1

∞⋃
k=N

Ek

)
= 0,故对 a.e. x ∈ [a, b],有 x ∈

∞⋃
N=1

∞⋂
k=N

Ec
k,从而存在

N0,当 k ⩾ N0时,有 x ∈ Ec
k.这说明

|fnk
(x)− f(x)| ⩽ 1/2k, lim

k→∞
fnk

(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b],

故 f(x)在 [a, b]上可测.

16.设 f(x), fk(x)(k = 1, 2, · · · )是 E ⊂ R上实值可测函数.若对任给 ε > 0,必有

lim
j→∞

m

(
∞⋃
k=j

{x : |fk(x)− f(x)| > ε}

)
= 0.

试证明对任给 δ > 0,存在 e ⊂ E 且m(e) < δ,使得 fk(x)在 E\e上一致收敛于 f(x).

证明. 简记 {x : |fk(x)− f(x)| > ε}为 Ek(ε).取正数列 1/i, i = 1, 2, · · · ,则对任给的 δ > 0及每

个 i,存在 ji,m

(
∞⋃

k=ji

Ek(1/i)

)
<

δ

2i
.令 e =

∞⋃
i=1

∞⋃
k=ji

Ek(1/i),则m(e) ⩽
∞∑
i=1

m

(
∞⋃

k=ji

Ek(1/i)

)
<

∞∑
i=1

δ

2i
= δ.

下证 fk(x)在 E\e =
∞⋂
i=1

∞⋂
k=ji

{x ∈ E : |fk(x)− f(x)| ⩽ 1/i}上一致收敛于 f(x).事实上,任给

ε > 0, ∃i, s.t. 1/i < ε,从而对一切 x ∈ E\e,当 k ⩾ ji 时,有 |fk(x) − f(x)| < 1/i < ε,这说明
fk(x)在 E\e上一致收敛于 f(x).
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4 Lebesgue积分

4.1 非负可测函数的积分

(二)非负可测函数的积分

-思考题 1-.设 f1(x), f2(x), · · · fm(x)是 E 上的非负可积函数,则

(i) F (x) =
[

m∑
k=1

(fk(x))
2

] 1
2

在 E 上可积;

(ii) G(x) =
∑

1⩽i,k⩽m

(fi(x)fk(x))
1
2 在 E 上可积.

证明. 只需注意到

0 ⩽ F (x) ⩽
m∑
k=1

(mf 2
i (x))

1/2 =
√
m

m∑
k=1

fk(x),

0 ⩽ G(x) ⩽
∑

1⩽i,k⩽m

fi(x) + fk(x)

2
.

右侧两个函数显然是可积的.

思考题 2.设 {Ek}是 Rn 中递增可测集列,且 Ek → E(k → ∞).若 f(x)是 E 上的非负可测函

数,则 ∫
E

f(x)dx = lim
k→∞

∫
Ek

f(x)dx.

证明. 注意到 f(x)χEk
(x) ⩽ f(x) · χEk+1

(x)(x ∈ Rn),由 Levi定理,我们有

lim
k→∞

∫
Ek

f(x)dx = lim
k→∞

∫
Rn

f(x)χEk
(x)dx

=

∫
Rn

f(x) · lim
k→∞

χEk
(x)dx =

∫
Rn

f(x)χE(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

-思考题 3-.设 {fk(x)}是 E 上的非负可积函数列.若

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx = 0,

则 lim
k→∞

∫
E

(1− e−fk(x))dx = 0.

(1− e−t ⩽ t, 0 ⩽ t < +∞.)
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证明. 令 Z =
∞⋃
k=1

E[fk(x) = +∞],则m(Z) = 0.因此

lim
k→∞

∫
E

(1− e−fk(x))dx

= lim
k→∞

(∫
Z

(1− e−fk(x))dx+
∫
E\Z

(1− e−fk(x))dx
)

= lim
k→∞

∫
E\Z

(1− e−fk(x))dx ⩽ lim
k→∞

∫
E\Z

fk(x)dx

= lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx = 0.

思考题 4.设 f(x)是 E 上的非负可积函数,则对任给 ε > 0,存在 N > 0,使得∫
E

f(x)χ{x∈E:f(x)>N}(x)dx < ε.

证明. 记 fn(x) := f(x)χE[f(x)⩽n](x),于是 {fn(x)}是非负渐升列,且 lim
n→∞

fn(x) = f(x).于是由
Levi定理,

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

于是 ∀ε > 0, ∃N, ∀n > N,

∫
E

f(x)−
∫
E

fn(x) < ε,所以
∫
E

f(x)χ{x∈E:f(x)>N}(x)dx < ε.

思考题 5. lim
n→∞

∫
[0,n]

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx =

∫
[0,+∞)

e−xdx.

证明. 令 fn(x) = (1 + x/n)ne−2xχ[0,n](x)(n ∈ N),则

lim
n→∞

fn(x) = e−x, fn(x) ⩽ fn+1(x)(x ∈ N).

由此即知

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx = lim

n→∞

∫ +∞

0

fn(x)dx =

∫ +∞

0

e−xdx = 1.

-思考题 6-. lim
n→∞

∫
[0,1]

xndx = 0.

证明. 由于 fn(x) = xn是 (0, 1)上的非负可积渐降列,故由书 136页例 2有

lim
n→∞

∫
[0,1]

xndx = lim
n→∞

∫
(0,1)

xndx =

∫
(0,1)

lim
n→∞

xndx = 0.

-思考题 7-.设 f 3(x)是 E(m(E) < +∞)上的非负可积函数,则 f 2(x)在 E 上可积.
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证明. 记 A = E[f(x) ⩽ 1],则∫
E

f 2(x)dx ⩽
∫
A

f 2(x)dx+
∫
E\A

f 3(x)dx ⩽ m(A) +

∫
E

f 3(x)dx < +∞,

此即 f 2(x)在 E 上可积.

-思考题 8-.设 f(x)在 [a, b]上非负可测,则 f 3(x)在 [a, b]上可积当且仅当

∞∑
n=1

n2m({x ∈ [a, b] : f(x) ⩾ n}) < +∞.

证明. 令 En = {x ∈ [a, b] : n ⩽ f(x) < n+ 1}(n ∈ N),则

∞∑
n=0

nm(En) ⩽
∫ b

a

f(x)dx ⩽
∞∑
n=0

nm(En) + (b− a),

∞∑
n=0

n2m(En) ⩽
∫ b

a

f 2(x)dx ⩽
∞∑
n=0

(n+ 1)2m(En)

=
∞∑
n=1

n2m(En) + 2
∞∑
n=0

nm(En) + (b− a),

∞∑
n=0

n3m(En) ⩽
∫ h

a

f 3(x)dx ⩽
∞∑
n=0

(n3 + 3n2 + 3n+ 1)m(En)

=
∞∑
n=1

n3m(En) + 3
∞∑
n=1

n2m(En) + 3
∞∑
n=1

nm(En) + (b− a).

从而 f 3(x)在 [a, b]上可积当且仅当
∞∑
n=1

n3m(En) < +∞.

因为
n∑

k=1

k2 = [n(n+ 1)(2n+ 1)]/6 = n3/3 + n2/2 + n/6,所以

1

3

∞∑
n=1

n3m(En) +
1

2

∞∑
n=1

n2m(En) +
1

6

∞∑
n=1

nm(En)

=
∞∑
n=1

(
n∑

k=1

k2

)
m(En) =

∞∑
k=1

(
k2

∞∑
n=k

m(En)

)

=
∞∑
k=1

k2m({x ∈ [a, b] : f(x) ⩾ k}).

由此即得所证.

思考题 9.设 {fk(x)}是 E 上的非负可测函数列.若有

lim
k→∞

fk(x) = f(x), fk(x) ⩽ f(x)(x ∈ E : k = 1, 2, · · · ),
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则对 E 的任一可测子集 e,有

lim
k→∞

∫
e

fk(x)dx =

∫
e

f(x)dx.

证明. 一方面,由题可知
∫
e

fk(x)dx ⩽
∫
e

f(x)dx,所以 lim
k→∞

∫
e

fk(x)dx ⩽
∫
e

f(x)dx.另一方面,
由 Fatou引理,我们又有∫

e

f(x)dx =

∫
e

lim
k→∞

fk(x)dx ⩽ lim
k→∞

∫
e

fk(x)dx.

故命题得证.

思考题 10.设 {En} ⊂ [0, 1]是可测集列.若 m
(
lim
n→∞

En

)
= 0,则对任给的 ε > 0,存在 [0, 1]的

可测子集 A,使得m([0, 1]\A) < ε,且有

∞∑
n=1

m(A ∩ En) < +∞.

(注意
∞∑
n=1

χEn(x) < +∞, a.e. x ∈ [0, 1].)

证明. 记 Z := lim
n→∞

En =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ek,则m(Z) = 0,且 ∀x ∈ [0, 1]\Z, x只属于 {En}中的有限个

(否则 x应属于 Z).所以我们得到
∞∑
n=1

χEn(x) < +∞, a.e. x ∈ [0, 1].由Лузин定理, ∀ε > 0,存在

闭集 A ⊂ [0, 1],使得m([0, 1]\A) < ε,且
∞∑
n=1

χEn(x)为 A上的连续函数.又因为 A是有界闭集,

所以
∞∑
n=1

χEn(x)在 A上有界,故 ∃M > 0,
∞∑
n=1

χEn(x) ⩽M, ∀x ∈ A.于是

∞∑
n=1

m(A ∩ En) =
∞∑
n=1

∫
A∩En

dx =
∞∑
n=1

∫
A

χA∩En(x)dx

=

∫
A

∞∑
n=1

χA∩En(x)dx ⩽
∫
A

∞∑
n=1

χEn(x)dx

⩽M ·m(A) < +∞,

其中用到了逐项积分定理.

4.2 一般可测函数的积分

(一)积分的定义与初等性质
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-思考题 1-.若 f ∈ L(Rn), g ∈ L(Rn),则函数

m(x) = min
x∈Rn

{f(x), g(x)},M(x) = max
x∈Rn

{f(x), g(x)}

在 Rn上可积.

证明. m(x) =
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

2
,M(x) =

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
2

.

-思考题 2-.设有定义在 [0, 1]× [0, 1]的二元函数:

f(x, y) =

1, xy为无理数,

2, xy为有理数,

则
∫∫

[0,1]2
f(x, y)dxdy = 1.

证明. 设 [0, 1]中的有理数全体为 {rn},则

Z := {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : xy ∈ Q} =
∞⋃
n=1

{(x, rn/x) : x ∈ [0, 1]} .

对任意的 n,上式最右侧的集合是平面中的曲线段,故由外测度的次可数可加性知 m∗(Z) = 0.
所以 f = 1, a.e. (x, y) ∈ [0, 1]2,于是∫∫

[0,1]2
f(x, y)dxdy =

∫∫
[0,1]2

1dxdy = 1.

-思考题 3-.若 f ∈ L(E),则

m({x ∈ E : |f(x)| > k}) = O

(
1

k

)
(k → ∞).

证明. 令 Ek = E[|f(x)| > k],则

k ·m(Ek) ⩽
∫
Ek

|f(x)|dx ⩽
∫
E

|f(x)|dx < +∞.

这说明m(Ek) = O(1/k)(k → ∞).

思考题 4.设 f ∈ L((0,+∞)),令 fn(x) = f(x)χ(0,n)(x)(n = 1, 2, · · · ),则 fn(x)在 (0,+∞)上依

测度收敛于 f(x).
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证明. 对任给 ε > 0,令 En = {x ∈ (0,∞) : |fn(x)− f(x)| ⩾ ε}(n ∈ N),则

m(En) · ε ⩽
∫
En

|fn(x)− f(x)|dx ⩽
∫ +∞

0

|fn(x)− f(x)|dx

=

∫ +∞

0

|f(x)(χ(0,n)(x)− 1)|dx =

∫ +∞

0

|f(x)χ[n,∞)(x)|dx

=

∫ +∞

n

|f(x)|dx→ 0(n→ ∞).

所以 lim
n→∞

m(En) = 0,则 fn(x)在 (0,+∞)依测度收敛于 f(x).

-思考题 5-.设 f ∈ L([0, 1]).若 e
∫
[0,1] f(x)dx =

∫
[0,1]

ef(x)dx,则 f(x) = C(常数), a.e. x ∈ [0, 1].

(ex(x− a) + ea = ex 当且仅当 x = a.)

证明. 由 ex严格凸知 ex ⩾ ea + ea(x− a), ∀x,且等号成立当且仅当 x = a.令 C =

∫ 1

0

f(x)dx.
证法 1.反证,假定结论不真,则存在 E ⊂ [0, 1] : m(E) > 0,使得

eC(f(x)− C) + eC < ef(x)(x ∈ E) =⇒ eC
∫ 1

0

(f(x)− C)dx+ eC <
∫ 1

0

ef(x)dx.

注意到
∫ 1

0

(f(x)− C)dx = 0,故由上式可知

e
∫ 1
0 f(x)dx = eC <

∫ 1

0

ef(x)dx

这与题设矛盾.
证法 2.由题, ∫ 1

0

(
ef(x) − eC − eC(f(x)− C)

)
dx = 0.

因为被积函数是非负的,故其几乎处处为 0,即 ef(x) − eC − eC(f(x)− C) = 0, a.e. x ∈ [0, 1],这
等价于 f(x) = C, a.e. x ∈ [0, 1].

思考题 6.设 f ∈ L(R1),且对任意的区间 I ,记

fI =
1

|I|

∫
I

f(x)dx,EI = {x ∈ I : f(x) > fI},

则
∫
I

|f(x)− fI |dx = 2

∫
EI

(f(x)− fI)dx.
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证明. 根据 EI 的定义,我们有∫
I

|f(x)− fI |dx =

∫
EI

(f(x)− fI)dx+
∫
I\EI

(fI − f(x))dx =: J1 + J2,

J2 = fI(|I| −m(EI))− fI · |I|+
∫
EI

f(x)dx

=

∫
EI

f(x)dx−
∫
EI

fIdx =

∫
EI

(f(x)− fI)dx.

由此即得所证.

-思考题 7-.设 f ∈ L(R), g ∈ L(R),且有∫
[a,x]

f(t)dt =
∫
[a,x]

g(t)dt, x ∈ R,

则 f(x) = g(x), a.e. x ∈ R.

证明. 令 F (x) = f(x)−g(x),则
∫
[a,x]

F (t)dt = 0.由教材 150页例 6知 F (x) = 0, a.e. x ∈ R.

思考题 8.设 f ∈ L(R).若对 R上任意的有界可测函数 φ(x),都有∫
R
f(x)φ(x)dx = 0,

则 f(x) = 0, a.e. x ∈ R.

证明. 对任给的 n ∈ N,设 φn(x) = χR[f>1/n](x),根据 Chebyshev不等式有

1

n
m(R[f > 1/n]) ⩽

∫
R[f>1/n]

f(x)dx =

∫
R
f(x)φn(x)dx = 0,

所以m(R[f > 1/n]) = 0.同理m(R[f < −1/n]) = 0.因为m(R[f 6= 0]) =

(
∞⋃
n=1

R[f > 1/n]

)
∪(

∞⋃
n=1

R[f < −1/n]

)
,所以由次可数可加性得到,

m(R[f 6= 0]) ⩽
∞∑
n=1

m(R[f > 1/n]) +
∞∑
n=1

m(R[f < −1/n]) = 0.

所以m(R[f 6= 0]) = 0,因此 f(x) = 0, a.e. x ∈ R.

(二)控制收敛定理

-思考题 1-.设 f ∈ C([a, b]), φ ∈ C([a, b]), F ∈ L([a, b]),且对 x ∈ [a, b],有

lim
n→∞

φn(x) = φ(x), φn ∈ C(1)([a, b]) (n = 1, 2, · · · ).

d
dxφn(x) = f(x)φn(x), |f(x)φn(x)| ⩽ F (x),
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试证明 φ′(x) = f(x)φ(x), x ∈ [a, b].

证明. 由题设知 φn(t) − φn(a) =

∫ t

a

f(x)φn(x)dx(n ∈ N, a ⩽ t ⩽ b), 根据控制收敛定理, 令
n→ ∞可得

φ(t)− φ(a) =

∫ t

a

f(x)φ(x)dx =⇒ dφ(t)
dt = f(t)φ(t)(a ⩽ t ⩽ b).

思考题 2.试证明函数列 {cosnx}在 [−π, π)不是依测度收敛于 0的.

证明. 反证,设 {cosnx}在 [−π, π)依测度收敛于 0,则由 {x ∈ [−π, π) : cos2 nx ⩾ ε} = {x ∈
[−π, π) : | cosnx − 0| ⩾ √

ε} 知 {cos2 nx} 在 [−π, π) 依测度收敛于 0. 由 Riesz 定理, 存在
{nk}, lim

k→∞
cos2 nkx = 0, a.e. x ∈ [−π, π).于是由控制收敛定理,

0 =

∫
[−π,π)

lim
k→∞

cos2 nkxdx = lim
k→∞

∫
[−π,π)

cos2 nkxdx = lim
k→∞

∫ π

−π

1 + cos 2nkx

2
dx = π.

这是一个矛盾. (注：事实上,它在 [−π, π]上也不依测度收敛到 0)

思考题 3.设 f ∈ L((0,+∞)),试证明函数

g(x) =

∫
[0,∞)

f(t)

x+ t
dt

在 (0,+∞)上连续.

证明. 对任给的 x0 > 0和趋于 x0的列 {xn},当 n充分大时有 xn > x0/2,故∣∣∣∣ f(t)xn + t

∣∣∣∣ ⩽ |f(t)|
x0/2

∈ L((0,+∞)).

由控制收敛定理,

lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

∫
[0,∞)

f(t)

xn + t
dt =

∫
[0,∞)

f(t)

x0 + t
dt = g(x0).

因为 {xn}是任意的,所以由 Heine原理有 lim
x→x0

g(x) = g(x0),此即 g在 x0 处连续.再由 x0 > 0

的任意性得结论.

-思考题 4-.设 f ∈ L(E),记 Ek = {x ∈ E : |f(x)| < 1/k},试证明

lim
k→∞

∫
Ek

|f(x)|dx = 0.
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证明. 因为有 |f(x)|χEk
(x) < 1/k(x ∈ E),所以 |f(x)|χEk

(x) → 0(k → ∞, x ∈ E).因为 |f(x)|
是 {|f(x)|χEk

(x)}的控制函数,故有

lim
k→∞

∫
Ek

f(x)dx =

∫
E

lim
k→∞

f(x)χEk
(x)dx = 0.

思考题 5.设 f, g ∈ L(E), fk, gk ∈ L(E), |fk(x)| ⩽M(k = 1, 2, · · · ),∫
E

|fk(x)− f(x)|dx→ 0(k → ∞),∫
E

|gk(x)− g(x)|dx→ 0(k → ∞),

试证明 ∫
E

|fk(x)gk(x)− f(x)g(x)|dx→ 0(k → ∞).

证明. ∀ε > 0,设 Ek(ε) = E[|fk − f | ⩾ ε].由 Chebyshev不等式,

ε ·m(Ek(ε)) ⩽
∫
Ek(ε)

|fk(x)− f(x)|dx ⩽
∫
E

|fk(x)− f(x)|dx→ 0(k → ∞),

故 fk依测度收敛到 f . 又由 |(fk(x)− f(x))g(x)| ⩽ 2M |g(x)| ∈ L(E)以及依测度收敛型控制收

敛定理知

lim
k→∞

∫
E

|(fk(x)− f(x))g(x)|dx = 0.

于是 ∫
E

|fk(x)gk(x)− f(x)g(x)|dx

⩽
∫
E

|fk(x)(gk(x)− g(x))|dx+
∫
E

|(fk(x)− f(x))g(x)|dx

⩽M

∫
E

|gk(x)− g(x)|dx+
∫
E

|(fk(x)− f(x))g(x)|dx

→ 0(k → ∞).

-思考题 6-.设 fk ∈ L(E)(k = 1, 2, · · · ),且 fk(x)在 E 上一致收敛于 f(x).若 m(E) < +∞,试
证明

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

证明. fn
E

⇒ f =⇒ ∃N, ∀n ⩾ N, ∀x ∈ E, |fn(x)− f(x)| < 1 =⇒ |fn(x)| < 1 + |f(x)|.特别地,
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由 4.2(一)的思考题 1和数学归纳法可知 max
1⩽i⩽N

|fi(x)| ∈ L(E).因此,我们有

|fn(x)| ⩽


max
1⩽i⩽N

|fi(x)|, 1 ⩽ n ⩽ N

|f(x)|+ 1, n ⩾ N
< max

1⩽i⩽N
|fi(x)|+ 2 ∈ L(E).

由控制收敛定理知结论成立.

-思考题 7-.设 f(x)在 [0,+∞)上非负可积,且有 E ⊂ (0,+∞),∫
E

f(x)dx = 1,

则
∫
E

f(x) cosxdx 6= 1.

证明. 反证, 若
∫
E

f(x) cosxdx = 1, 则
∫
E

f(x)(1 − cosx)dx = 0. 被积函数非负, 故 f(x)(1 −

cosx) = 0, a.e. x ∈ E. 不妨设 Z ⊂ E : m(Z) = 0, f(x)(1 − cosx) = 0, x ∈ E\Z. 再命
Z1 = Z ∪ {2kπ ∈ E : k ∈ N+} ⊂ E,且m(Z1) = 0, f(x) = 0, x ∈ E\Z1.由此可得 f(x) = 0, a.e.
x ∈ E,进而

∫
E

f(x)dx = 0,矛盾.

思考题 8.设 f ∈ L(R), fn ∈ L(R)(n = 1, 2, · · · ),且有∫
R
|fn(x)− f(x)|dx ⩽ 1

n2
(n = 1, 2, · · · ),

则 fn(x) →f(x), a.e. x ∈ R.

证明. 注意到 |fn(x)− f(x)|非负可测,故

∫
R

∞∑
n=1

|fn(x)− f(x)|dx =
∞∑
n=1

∫
R
|fn(x)− f(x)|dx ⩽

∞∑
n=1

1

n2
< +∞,

由定理 4.3知
∞∑
n=1

|fn(x) − f(x)|在 R上几乎处处有限,所以几乎处处收敛.由于级数有
∞∑
n=1

an

收敛 =⇒ lim
n→∞

an = 0成立,所以 lim
n→∞

fn(x) = f(x), a.e. x ∈ R.

-思考题 9-.设数列 {an}满足 |an| < lnn(n = 2, 3, · · · ),则

∫
[2,+∞)

∞∑
n=2

ann
−xdx =

∞∑
n=2

an
lnnn

−2.

证明.
∞∑
n=2

∫ +∞

2

|an|n−xdx =
∞∑
n=2

|an|
lnnn

−2 <

∞∑
n=2

1

n2
< +∞.令 fn(x) =

n∑
k=2

akk
−x(x ⩾ 2),则有

lim
n→∞

fn(x) =
∞∑
k=2

akk
−x, |fn(x)| ⩽

∞∑
n=2

|an|n−x(x ⩾ 2).
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因为
∞∑
n=2

|an|n−x可积,所以由控制收敛定理,

∞∑
n=2

∫ +∞

2

ann
−xdx = lim

n→∞

∫ +∞

2

fn(x)dx =

∫ +∞

2

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫ +∞

2

∞∑
n=2

ann
−xdx.

(也可利用逐项积分定理)

思考题 10.设定义在 E × Rn的函数 f(x, y)满足:
(i)对每一个 y ∈ Rn, f(x, y)是 E 上的可测函数;
(ii)对每一个 x ∈ E, f(x, y)是 Rn上的连续函数.
若存在 g ∈ L(E),使得 |f(x, y)| ⩽ g(x), a.e. x ∈ E,则函数

F (y) =

∫
E

f(x, y)dx

是 Rn上的连续函数.

证明. 对任给的 y0 ∈ Rn和 yn → y0(n → ∞),由题中 (ii)知 lim
n→∞

(f(x, yn)− f(x, y0)) = 0, ∀x ∈
E. 又因为 |f(x, yn) − f(x, y0)| ⩽ 2g(x) ∈ L(E), a.e. x ∈ E, 所以由控制收敛定理容易得到
lim
n→∞

∫
E

(f(x, yn)−f(x, y0))dx = 0 =⇒ lim
n→∞

F (yn) = F (y0).由Heine原理知 lim
y→y0

F (y) = F (y0),
所以 F 在 y0处连续.再由 y0的任意性知 F 是 Rn上的连续函数.

4.3 可积函数与连续函数的关系

本节没有习题.

4.4 Lebesgue积分与 Riemann积分的关系

-思考题 1-.设 F ⊂ [0, 1]是闭集,且m(F ) = 0,则 χF ∈ R([0, 1]).

证明. 对 x0 ∈ (0, 1)且 x0 /∈ F ,则存在 δ > 0,使得 χF (x) = 0(x0 − δ < x < x0 + δ).这说明
χF (x)的不连续点集的测度为零.

-思考题 2-. 设 f : [0, 1] → [a, b] 是 Riemann 可积函数, g ∈ C([a, b]), 则 g(f(x)) 在 [0, 1] 上

Riemann可积.

证明. 这是数学分析中的经典习题,考虑不连续点集依然是零测集即可.

思考题 3.设 f(x), g(x)都是 [a, b]上的 Riemann可积函数, E ⊂ [a, b],且 Ē = [a, b].若有

f(x) = g(x), x ∈ E,

则 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.
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证明. 设 D1, D2 是 f, g 在 [a, b] 上的不连续点集. 因为 f(x), g(x) ∈ R([a, b]), 所以 m(D1) =

m(D2) = 0 =⇒ m(D1∪D2) = 0. ∀x0 /∈ D1∪D2, f, g均在 x0处连续.由E ⊂ [a, b]且 Ē = [a, b]

知 ∀ε > 0, ∃y0 ∈ E, y0 ∈ B(x0, ε). 于是存在 {xn} ∈ E, lim
n→∞

xn = x0, f(xn) = g(xn)(n =

1, 2, · · · ),且 f(x0) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = g(x0) =⇒ f(x) = g(x), ∀x /∈ D1 ∪ D2 =⇒∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

-思考题 4-.函数 f(x) = sinx2在 [0,+∞)上不可积.提示:注意

∫ √
nπ

√
(n−1)π

|f(x)|dx =
1

2

∫ nπ

(n−1)π

| sin t|√
t
dt ⩾ 1√

nπ
.

证明. 作换元 t = x2可得上面式子,于是∫ +∞

0

| sinx2|dx =
∞∑
n=1

∫ √
nπ

√
(n−1)π

|f(x)|dx ⩾
∞∑
n=1

1√
nπ

= +∞,

所以 f(x)在 [0,+∞)上不可积.

4.5 重积分与累次积分的关系

(一) Fubini定理

-思考题 1-.设 f(x, y)在 [0, 1]× [0, 1]上可积,试证明∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

y

f(x, y)dx
)
dy.

证明. ∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)χ{(x,y):y⩽x}(x, y)dy
)
dx

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)χ{(x,y):y⩽x}(x, y)dx
)
dy =

∫ 1

0

(∫ 1

y

f(x, y)dx
)
dy.

思考题 2.设 A,B 是 Rn中的可测集,试证明∫
Rn

m((A− {x}) ∩B)dx = m(A) ·m(B).

证明. 对任意 y ∈ R,有 χ(A−{x})∩B(y) = χA−{x}(y)χB(y) = χA(y + x)χB(y) = χA−{y}(x)χB(y).
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这是 Rn × Rn上的非负可测函数,于是由 Tonelli定理和测度的平移不变性,∫
Rn

m((A− {x}) ∩B)dx

=

∫
Rn

dx
∫
Rn

χ(A−{x})∩B(y)dy =

∫
Rn

dx
∫
Rn

χA−{y}(x)χB(y)dy

=

∫
Rn

χA−{y}(x)dx
∫
Rn

χB(y)dy = m(A− {y})m(B) = m(A)m(B),

故命题得证.

习题 4

-1-.设 f(x)是E ⊂ Rn上几乎处处大于零的可测函数,且满足
∫
E

f(x)dx = 0,试证明m(E) = 0.

证明. 反证, 假设 m(E) > 0, 记 F =
∞⋃
n=1

E[f(x) > 1/n] :=
∞⋃
n=1

En, 则 E = (E\F ) ∪ F . 由

m(E\F ) = 0 知必存在某个 n0, 使得 m(En0) > 0, 此时有 0 =

∫
E

f(x)dx ⩾
∫
En0

f(x)dx ⩾

1

n0

m(En0),得m(En0) = 0,矛盾.从而假设不成立.

2.设 f(x)在 [0,+∞)上非负可积, f(0) = 0,且 f ′(0)存在,试证明存在积分∫
[0,+∞)

f(x)

x
dx.

证明. 因为我们有 lim
x→0+

f(x)/x = lim
x→0+

[f(x) − f(0)]/(x − 0) = f ′(0),所以对任给 ε > 0,存在
δ > 0,使得

0 ⩽ f(x)/x < f ′(0) + ε, 0 < x < δ.

由此知 f(x)/x在 [0, δ]上可积,且从不等式∫ +∞

δ

f(x)

x
dx ⩽ 1

δ

∫ +∞

δ

f(x)dx < +∞,

可知 f(x)/x在 [δ,∞)上可积.

3.设 f(x)是 E ⊂ Rn 上的非负可测函数.若存在 Ek ⊂ E,m(E\Ek) < 1/k(k = 1, 2, · · · ),使得
极限

lim
k→∞

∫
Ek

f(x)dx

存在,试证明 f(x)在 E 上可积.
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证明. 由题设知m(E\E2i) < 1/2i,由此又得m
(
lim
i→∞

(E\E2i)
)
= 0.从而我们有

∫
E

f(x)dx =

∫
Rn

f(x)χE(x)dx

=

∫
Rn

f(x)(χE\Ek
(x) + χEk

(x))dx

=

∫
Rn

f(x) lim
k→∞

(χE\Ek
(x) + χEk

(x))dx

⩽
∫
Rn

[
f(x) lim

k→∞
χE\Ek

(x) + f(x) lim
k→∞

χEk
(x)

]
dx

=

∫
Rn

f(x)χ lim
k→∞

(E\Ek)
(x)dx+

∫
Rn

f(x) lim
k→∞

χEk
(x)dx

⩽ 0 + lim
k→∞

∫
Rn

f(x)χEk
(x)dx = lim

k→∞

∫
Ek

f(x)dx < +∞.

-4-.设 f(x)是 R上非负可积函数,令

F (x) =

∫
(−∞,x]

f(t)dt, x ∈ R.

若 F ∈ L(R),试证明
∫
R
f(x)dx = 0.

证明. F (x)是非负递增函数,且有

lim
x→+∞

F (x) =

∫ +∞

−∞
f(t)dt.

由此可知,若极限 lim
x→+∞

F (x) 6= 0,则 F (x)在 R上不可积.

-5-.设 fk(x)(k = 1, 2, · · · )是 Rn上非负可积函数列.若对任一可测集 E ⊂ Rn,都有∫
E

fk(x)dx ⩽
∫
E

fk+1(x)dx,

试证明

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

lim
k→∞

fk(x)dx.

证明. 由题
∫
E

[fk+1(x) − fk(x)]dx ⩾ 0,注意到这是对任一可测集 E 都成立的,故必有 (若在一
个正测集上不满足下式,则容易得到矛盾)

fk+1(x)− fk(x) ⩾ 0 =⇒ fk+1(x) ⩾ fk(x), a.e. x ∈ Rn.

由此知结论成立.
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-6-.设 f(x)与 g(x)是 E ⊂ R上的非负可测函数,且m(E) = 1.若有 f(x)g(x) ⩾ 1, x ∈ E,试证
明 (∫

E

f(x)dx
)(∫

E

g(x)dx
)

⩾ 1

(注意
(∫

E

f(x)g(x)dx
)2

⩽
∫
E

f 2(x)dx ·
∫
E

g2(x)dx).

证明. 直接利用提示 (此即 Schwarz不等式,见书 251页)可得
(∫

E

√
f(x)g(x)dx

)2

⩽
∫
E

f(x)dx·∫
E

g(x)dx.又因为m(E) = 1,
√
f(x)g(x) ⩾ 1,故结论成立.

7. 假设有定义在 Rn 上的函数 f(x). 如果对于任意的 ε > 0, 存在 g, h ∈ L(Rn), 满足 g(x) ⩽
f(x) ⩽ h(x)(x ∈ Rn),并且使得

∫
Rn

(h(x)− g(x))dx < ε,试证明 f ∈ L(Rn).

证明. 先证明一个引理,在第 8题中也会用到.

Lemma. {fk}是 E 上非负可测函数列,若 lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx = 0,则 fk 在 E 上依测度收敛于 0.

Proof. ∀ε > 0, ∃N, ∀k ⩾ N,

∫
E

fk(x)dx < ε2,所以

εm({fk(x) ⩾ ε}) ⩽
∫
E

fk(x)χ{fk(x)⩾ε}dx ⩽
∫
E

fk(x)dx→ 0

=⇒ m({fk(x) ⩾ ε}) ⩽ 1

ε

∫
E

fk(x)dx <
1

ε
· ε2 = ε(Chebyshev不等式)

=⇒ fk 在E 上依测度收敛到0. Q.E.D.

由题,∀k ∈ N,存在可积函数列 {gk(x)}和 {hk(x)},使得 gk(x) ⩽ f(x) ⩽ hk(x),且
∫
Rn

[hk(x) −

gk(x)]dx < 1/k.于是 {hk − gk}为非负可积函数列,且 lim
k→∞

∫
Rn

[hk(x)− gk(x)]dx = 0,因此由上
面引理知 hk(x)− gk(x)依测度收敛到 0.
由 Riesz定理,存在子列 {hkj − gkj},使得 lim

j→∞
[hkj(x) − gkj(x)] = 0, a.e. x ∈ Rn.因为 gkj(x) ⩽

f(x) ⩽ hkj(x),所以 hkj(x) − f(x) ⩽ hkj(x) − gkj(x).不等式两边同时取极限,得 lim
j→∞

hkj(x) =

f(x), a.e. x ∈ Rn, 从而 f(x) 为 Rn 上的可测函数. 又因为 |f(x)| ⩽ max {|gk(x)|, |hk(x)|} ⩽
|gk(x)|+ |hk(x)|,由 gk, hk的可积性知 |f |为 Rn上的可积函数,从而 f 为 Rn上的可积函数.

8.设 {Ek}是 Rn中测度有限的可测集列,且有

lim
k→∞

∫
Rn

|χEk
(x)− f(x)|dx = 0,

试证明存在可测集 E,使得 f(x) = χE(x), a.e. x ∈ Rn.

证明. 由第 7题给出的引理知 χEk
依测度收敛到 f ,于是由Riesz定理,存在 {Ek}的子列 {Ekj},

使得 lim
j→∞

χEkj
(x) = f(x), a.e. x ∈ Rn, 令 E = lim

j→∞
Ekj 是可测集, 则 f(x) = χE(x), a.e.

x ∈ Rn.
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9.设 f(x)是 [0, 1]上的递增函数,试证明对 E ⊂ [0, 1],m(E) = t,有
∫
[0,t]

f(x)dx ⩽
∫
E

f(x)dx.

证明. 令 E1 = E∩ [0, t], E2 = [0, t]\E,E3 = E∩ [t, 1],则 E1∪E2 = [0, t], E1∪E3 = E,m(E2) =

m(E3).我们有∫ t

0

f(x)dx =

∫
E1

f(x)dx+
∫
E2

f(x)dx ⩽
∫
E1

f(x)dx+ f(t) ·m(E2)

=

∫
E1

f(x)dx+
∫
E3

f(t)dx ⩽
∫
E1

f(x)dx+
∫
E3

f(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

10.设 f ∈ L(Rn), E ⊂ Rn是紧集,试证明

lim
|y|→∞

∫
E+{y}

|f(x)|dx = 0.

证明. 由 E ⊂ Rn 是紧集可知 E 是有界闭集, 故存在 M > 0, 使得 |x| ⩽ M, ∀x ∈ E. 又因为
f ∈ L(Rn), 所以 ∀ε > 0, ∃N > 0,

∫
{x:|x|⩾N}

|f(x)|dx < ε. 取 N1 = N + 2M , 则当 |y| > N1

时,E + {y} ⊂ {x : |x| ⩾ N},故
∫
E+{y}

|f(x)|dx < ε,从而 lim
|y|→∞

∫
E+{y}

|f(x)|dx = 0.

11.证明下列等式:

(i) 1

Γ(α)

∫
(0,∞)

xα−1

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

n−α(α > 1);

证明. 注意到
xα−1

ex − 1
= e−x xα−1

1− e−x
=

∞∑
n=1

xα−1e−nx(x > 0),由非负可测函数逐项积分定理得

∫ +∞

0

xα−1dx
ex − 1

=
∞∑
n=1

∫ +∞

0

xα−1e−nxdx 令x=t/n
======

∞∑
n=1

n−α

∫ +∞

0

tα−1e−tdt = Γ(α)
∞∑
n=1

n−α(α > 1).

12.设 f ∈ L(R), a > 0,试证明级数

∞∑
n=−∞

f
(x
a
+ n
)

在 R上几乎处处绝对收敛,且其和函数 S(x)以 a为周期,且 S ∈ L([0, a]).

证明. 由 S(x+ a) =
+∞∑

n=−∞

f

(
x+ a

a
+ n

)
=

+∞∑
n=−∞

f
(x
a
+ 1 + n

)
= S(x),知 S(x)以 a为周期,
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故只需在 [0, a]上考察相应问题即可.由非负可测函数的逐项积分定理,

∫ a

0

∞∑
n=−∞

∣∣∣f (x
a
+ n
)∣∣∣ dx =

∞∑
n=−∞

∫ a

0

∣∣∣f (x
a
+ n
)∣∣∣ dx

=
∞∑

n=−∞

a

∫ n+1

n

|f(t)|dt = a

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt < +∞,

所以
∞∑

n=−∞

f(x/a+ n)在 [0, a]上几乎处处绝对收敛,故它在 R上也就几乎处处绝对收敛.又有

1

a

∫ a

0

S(x)dx =

∫ +∞

−∞
f(x)dx,

这说明 S ∈ L([0, a]).

13.设 f ∈ L(R), p > 0,试证明

lim
n→∞

n−pf(nx) = 0, a.e. x ∈ R.

证明. 由非负可测函数的逐项积分定理,我们有∫
R

∞∑
n=1

n−p|f(nx)|dx =
∞∑
n=1

n−p

∫
R
|f(nx)|dx

=
∞∑
n=1

n−pn−1

∫
R
|f(t)|dt =

∞∑
n=1

1

np+1

∫
R
|f(t)|dt < +∞.

于是我们得到
∞∑
n=1

n−p|f(nx)| ∈ L(R),于是
∞∑
n=1

n−pf(nx) ∈ L(R),进而
∞∑
n=1

n−pf(nx)几乎处处

有限.由级数的知识立得 lim
n→∞

n−pf(nx) = 0, a.e. x ∈ R.

14.设 xsf(x), xtf(x)在 (0,+∞)上可积,其中 s < t,试证明积分∫
[0,+∞)

xuf(x)dx, u ∈ (s, t)

存在且是 u ∈ (s, t)的连续函数.

证明. ∀x ∈ (0,+∞), |xuf(x)| ⩽ |xsf(x)|+ |xtf(x)|(s < u < t),而右侧两函数在 (0,∞)均可积,
所以 |xuf(x)|可积,此即

∫
[0,+∞)

xuf(x)dx存在.进一步,对任意 un → u, ∃N, ∀n > N, s < un <

t,于是由控制收敛定理,

lim
n→∞

∫
[0,∞)

xunf(x)dx =

∫
[0,∞)

lim
n→∞

xunf(x)dx =

∫
[0,+∞)

xuf(x)dx,

由 Heine原理知原积分关于 u ∈ (s, t)连续.
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16.设 f ∈ L([0, 1]),试证明

lim
n→∞

∫
[0,1]

n ln
(
1 +

|f(x)|2

n2

)
dx = 0

(ln(1 + x2) ⩽ x, x ⩾ 0).

证明. 记 fn(x) = n ln
(
1 +

|f(x)|2

n2

)
,则 fn在 [0, 1]上可测.因为当 x ⩾ 0时, ln(1 + x2) ⩽ x,所

以 fn(x) ⩽ n · |f(x)|
n

= |f(x)|.又因为 f ∈ L([0, 1]),所以 fn ∈ L([0, 1]),由 Lebesgue控制收敛
定理,

lim
n→∞

∫
[0,1]

n ln
(
1 +

|f(x)|2

n2

)
dx =

∫
[0,1]

lim
n→∞

n ln
(
1 +

|f(x)|2

n2

)
dx = 0.

18.设 f ∈ L(E),且 f(x) > 0(x ∈ E),试证明

lim
k→∞

∫
E

(f(x))1/kdx = m(E).

证明. 记 fk(x) = [f(x)]1/k. 因为 f ∈ L(E), 故 f(x) < ∞, a.e. x ∈ E. 令 E0 = {x ∈ E :

f(x) = ∞}, E1 = {x ∈ E : 1 < f(x) < ∞}, E2 = {x ∈ E : 0 < f(x) ⩽ 1}, 则 m(E0) =

0,m(E1) +m(E2) = m(E).对于 ∀x ∈ E1, {fk(x)}单调递减趋向于 1,因为 f1 = f ∈ L(E),由
控制收敛定理, lim

k→∞

∫
E1

[f(x)]1/kdx =

∫
E1

lim
k→∞

[f(x)]1/kdx = m(E1).又 ∀x ∈ E2, {fk(x)}单调递

增趋向于 1,由 Levi定理, lim
k→∞

∫
E2

[f(x)]1/kdx =

∫
E2

lim
k→∞

[f(x)]1/kdx = m(E2),所以我们有

lim
k→∞

∫
E

[f(x)]1/kdx = lim
k→∞

∫
E1

[f(x)]1/kdx+ lim
k→∞

∫
E2

[f(x)]1/kdx = m(E1) +m(E2) = m(E).

19.设 {fn(x)}是 [0, 1]上的非负可积函数列,且 {fn(x)}在 [0, 1]上依测度收敛于 f(x).若有

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn(x)dx =

∫
[0,1]

f(x)dx < +∞,

试证明对 [0, 1]的任一可测子集 E,有

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

证明. 由书 158 页的注可知, lim
n→∞

∫
[0,1]

|fn(x) − f(x)|dx = 0. 于是, 对任意可测子集 E, 有 0 ⩽∣∣∣∣∫
E

fn(x)dx−
∫
E

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫

E

|fn(x) − f(x)|dx ⩽
∫
[0,1]

|fn(x) − f(x)|dx → 0(n → ∞), 所以

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =

∫
E

f(x)dx.
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-22-.试证明:
∫
[0,∞)

e−x2 cos 2xtdx =

√
π

2
e−t2 , t ∈ R.(注：题目有误,等式左侧应关于 x积分)

证明. 记 f(x, t) = e−x2 cos 2xt,则它关于 x在 [0,∞)上可积,关于 t在R上可微,且
∣∣∣∣ ddtf(x, t)

∣∣∣∣ =
| − 2xe−x2 sin 2xt| ⩽ 2xe−x2 ∈ L([0,∞)), (x, t) ∈ [0,∞)× R.于是由定理 4.17(逐项求导),

d
dt

∫
[0,∞)

f(x, t)dx =

∫
[0,∞)

−2xe−x2 sin 2xtdx

= e−x2 sin 2xt
∣∣∣+∞

0
−
∫
[0,∞)

2te−x2 cos 2xtdx = −2t

∫
[0,∞)

f(x, t)dx.

这是可分离变量的常微分方程,积分得
∫
[0,∞)

f(x, t)dx = c · e−t2 .注意

∫
[0,∞)

f(x, 0)dx =

∫ +∞

0

e−x2dx =

√
π

2
,

因此 c =

√
π

2
,

∫
[0,∞)

e−x2 cos 2xtdx =

√
π

2
e−t2 .

24.设 {fk(x)}, {gk(x)}是 E ⊂ Rn上的两个可测函数列,且有 |fk(x)| ⩽ gk(x), x ∈ E.若

lim
k→∞

fk(x) = f(x), lim
k→∞

gk(x) = g(x),

lim
k→∞

∫
E

gk(x)dx =

∫
E

g(x)dx < +∞,

试证明

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

证明. 由题 |f(x)| ⩽ g(x),因为 g ∈ L(E),所以 f ∈ L(E).又因为 lim
k→∞

∫
E

gk(x)dx =

∫
E

g(x)dx <
∞,故 gk ∈ L(E) =⇒ fk ∈ L(E).易知 {gk(x) + fk(x)}, {gk(x)− fk(x)}为 E 上两个非负可测

函数列,由 Fatou引理,∫
E

lim
k→∞

(gk(x) + fk(x))dx ⩽ lim
k→∞

∫
E

(gk(x) + fk(x))dx.

于是 ∫
E

(f(x) + g(x))dx ⩽
∫
E

g(x)dx+ lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx,

从而
∫
E

f(x)dx ⩽ lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx.

类似地我们有 ∫
E

lim
k→∞

(gk(x)− fk(x))dx ⩽ lim
k→∞

∫
E

(gk(x)− fk(x))dx,
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所以 ∫
E

(g(x)− f(x))dx ⩽
∫
E

g(x)dx− lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx,

从而
∫
E

f(x)dx ⩾ lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx.于是

lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx ⩾
∫
E

f(x)dx ⩾ lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx ⩾ lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx,

因此 lim
k→∞

∫
E

fk(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

25.设 f(x)是 [a, b]上的有界函数,其不连续点集记为D.若D只有可列个极限点,试证明 f(x)

是 [a, b]上的 Riemann可积函数.

证明. 由 1.4(二)的思考题 2知若 E ′ 是可列集,则 E 是可列集.因为 D 只有可列个极限点,故
f 的不连续点集是可列集，进而是零测集.又 f 有界,故 f 在 [a, b]上 Riemann可积.

26.设 f(x)是 R上的有界函数.若对于每一点 x ∈ R,存在极限 lim
h→0

f(x+ h),试证明 f(x)在任

一区间 [a, b]上是 Riemann可积的.

证明. 由教材 1.3的例 12(ii)知, {x ∈ R : f(x)在点x处不连续,但右极限f(x + 0)存在}是可数
集,结合题目知 f 的不连续点可数,于是零测,又 f 有界,故 f 在 [a, b]上 Riemann可积.

27.设 E ⊂ [0, 1],试证明 χE(x)在 [0, 1]上 Riemann可积的充分必要条件是m(Ē\E̊) = 0.

证明. 记 ω(x)为 χE(x)的振幅函数,易知 {x ∈ [0, 1] : ω(x) > 0} = Ē\E̊.事实上 χE(x)在 [0, 1]

上 Riemann可积 ⇐⇒ m({x ∈ [0, 1] : ω(x) > 0}) = 0 ⇐⇒ m(Ē\E̊) = 0.

-28-.设 f ∈ R([0, 1]),试证明 f(x2) ∈ R([0, 1]).

证明. 设 x0 ∈ [0, 1]为 f(x2)的不连续点,则 ∃ε > 0, ∀δ > 0, ∃x ∈ (x0−δ, x0+δ), |f(x2)−f(x20)| >
ε,因此 x20为 f(x)的不连续点.因为 y = x2在 [0, 1]上是双射,且 f 的不连续点集是零测集,所
以 f(x2)的不连续点集也是零测集,故 f(x2) ∈ R([0, 1]).

30.计算下列积分:

(i)
∫
x>0

∫
y>0

dxdy
(1 + y)(1 + x2y)

;

解. 注意到被积函数是非负的,故由 Tonelli定理,

I =

∫ +∞

0

1

1 + y

(∫ +∞

0

dx
1 + x2y

)
dy =

∫ +∞

0

y−1/2

1 + y

(∫ +∞

0

d(x√y)
1 + x2y

)
dy

=
π

2

∫ +∞

0

y−1/2

1 + y
dy =

π

2
· 2 arctan√y

∣∣∣+∞

0
=
π

2
π =

π2

2
.
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31.设 E ⊂ R,且m(E) > 0, f(x)是 R上的非负可测函数. 若函数

F (x) =

∫
E

f(x− t)dt

在 R上可积,试证明 f ∈ L(R).

证明. 事实上,如果 0 < m(E) < +∞,则 F ∈ L(R) ⇐⇒ f ∈ L(R).
必要性.因为 χE ∈ L(R),且 F (x) =

∫
R
χE(t)f(x− t)dt,所以 F ∈ L(R).

充分性.由 Tonelli定理,我们有

+∞ >

∫
R
F (x)dx =

∫
R

(∫
R
χE(t)f(x− t)dt

)
dx

=

∫
R
χE(t)

(∫
R
f(x− t)dx

)
dt = m(E) ·

∫
R
f(x)dx.

于是
∫
R
f(x)dx <∞ =⇒ f ∈ L(R).

32.设 f ∈ L(R),且 xf(x)在 R上可积,令

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

若有
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 0,试证明 F ∈ L(R).

证明. 因为 xf(x)在 R上可积,所以
∫ ∞

−∞
|xf(x)|dx <∞.由 Tonelli定理,

∞ >

∫ ∞

0

|xf(x)|dx =

∫ ∞

0

x|f(x)|dx =

∫ ∞

0

|f(x)|
(∫ x

0

dt
)
dx

=

∫ ∞

0

|f(x)|
∫ ∞

0

χ[0,x](t)dtdx =

∫
[0,∞)×[0,∞)

|f(x)|χ[0,x](t)dtdx,

所以 f(x)χ[0,x](t) ∈ L([0,∞)× [0,∞)).由 Fubini定理,

∞ >

∣∣∣∣∫ ∞

0

xf(x)dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

f(x)

(∫ x

0

dt
)
dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x)χ[0,x](t)dtdx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x)χ[0,x](t)dxdt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

t

f(x)dxdt
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

(
−
∫ t

−∞
f(x)dx

)
dt
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

F (t)dt
∣∣∣∣ ,

所以 F ∈ L([0,∞)),同理 F ∈ L([−∞, 0)),从而 F ∈ L(R).

-33-.求 lim
n→∞

∫ π/2

0

cosx arctan(nx)dx的值.
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解. 由 | cosx arctan(nx)| ⩽ π/2 ∈ L((0, π/2)), lim
n→∞

cosx arctan(nx) = π

2
cosx, 0 < x ⩽ π/2及控

制收敛定理知 lim
n→∞

∫ π/2

0

cosx arctan(nx)dx =

∫ π/2

0

π

2
cosxdx =

π

2
.

34.设 f ∈ L((0, a)), g(x) =

∫ a

x

f(t)

t
dt(a > x > 0),试证明 g ∈ L((0, a)),且有

∫ a

0

g(x)dx =

∫ a

0

f(x)dx.

证明. (i)因为我们有∫ a

0

∣∣∣∣∫ a

x

f(t)t−1dt
∣∣∣∣ dx ⩽

∫ a

0

(∫ a

x

|f(t)|t−1dt
)
dx

=

∫ a

0

|f(t)|t−1

(∫ a

0

χ(x,a)(t)dx
)
dt =

∫ a

0

|f(t)|t−1

(∫ t

0

dx
)
dt

=

∫ a

0

|f(t)|dt < +∞,

故 g ∈ L((0, a)).
(ii)与 (i)中类似,∫ a

0

g(x)dx =

∫ a

0

(∫ a

x

f(t)t−1dt
)
dx =

∫ a

0

f(t)t−1

(∫ t

0

dx
)
dt =

∫ a

0

f(t)dt.
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5 微分与不定积分

5.1 单调函数的可微性

(二)单调函数的可微性

思考题 1.设 f(x)是定义在 [a, b]上的非负函数.若 f /∈ L([a, b]),试问:f(x)在 [a, b]上有原函数

吗?

证明. 一定没有.反证法,设 f 在 [a, b]上有原函数 F (x) : F ′(x) = f(x), a ⩽ x ⩽ b.因为 F ′(x)

非负,所以 F 在 [a, b]上递增,从而由 Lebesgue定理,∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

F ′(x)dx ⩽ F (b)− F (a),

这说明 f ∈ L([a, b]),矛盾.

-思考题 2-.设 g(x)在 [a, b]上有原函数 G(x), F (x)在 [a, b]上可微,且 F ′(x) ⩾ 0(a ⩽ x ⩽ b),试
证明 h(x) = F (x)g(x)在 [a, b]上有原函数.

(提示:考查 F (x)G(x)−
∫ x

a

G(t)F ′(t)dt,其中 G′(x) = g(x), x ∈ [a, b].

证明. 上述函数的导函数是 F ′(x)G(x) + F (x)G′(x)−G(x)F ′(x) = h(x).

-思考题 3-.Vitali覆盖定理的结论可改为:存在可数个 {Ij},使得

m∗

(
E\
⋃
j⩾1

Ij

)
= 0.

证明. 由书 202 页 Vitali 覆盖定理, 存在不交的 {I1, I2, · · · , In1} ⊂ Γ,m

(
E\

n1⋃
j=1

Ij

)
< 1. 若

E\
n1⋃
j=1

Ij = ∅,则结论已经得证.否则,因为 Γ\{I1, · · · , In1}是 E\
n1⋃
j=1

Ij 的 Vitali覆盖,故存在

不交的 {In1+1, · · · , In2} ⊂ Γ\{I1, · · · , In1},m

(
E\

n1⋃
j=1

Ij\
n2⋃

j=n1+1

Ij

)
< 1/2.反复此操作,要么

有限步内出现 E\
nk⋃
j=1

Ij = ∅,结论得证;要么可以一直继续,得到互不相交的 {Ij}∞j=1 ⊂ Γ ,有

E\
nk⋃
j=1

Ij < 1/2k,所以m∗

(
E\

∞⋃
j=1

Ij

)
= 0.

5.2 有界变差函数

-思考题 1-.计算
1∨
−1

(x− x3).
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解.
1∨
−1

(x− x3) = 8
√
3/9.

-思考题 2-.试证明
b∨
a

(f) = 0当且仅当 f(x) = C(常数).

证明. 充分性.显然.

必要性.对任意 x ∈ [a, b], |f(x)− f(a)| ⩽
b∨
a

(f) = 0 =⇒ f(x) ≡ f(a).

思考题 3.设 f ∈ BV([a, b]), g ∈ BV([a, b]),试证明

M(x) = max{f(x), g(x)}

是 [a, b]上的有界变差函数.

证明. 易得 max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

2
.注意到有界变差函数的和,差和绝

对值 (这是因为 ||f(x)| − |f(y)|| ⩽ |f(x)− f(y)|)均为有界变差函数,故M(x) ∈ BV([a, b]).

-思考题 4-.设 f ∈ BV([a, b]),试证明 |f | ∈ BV([a, b]),但反之不然.

证明. 注意到 ||f(x)| − |f(y)|| ⩽ |f(x) − f(y)|,故若 f ∈ BV([a, b]),则有 |f | ∈ BV([a, b]).反之,

例如 D(x) =

1, x ∈ Q,

−1, x ∈ R\Q,
不是有界变差函数,但 |D(x)| = 1则是有界变差函数.

-思考题 5-.设 f, g ∈ BV([a, b]),试证明

b∨
a

(fg) ⩽ sup
[a,b]

{f(x)}
b∨
a

(f) + sup
[a,b]

{g(x)}
b∨
a

(f).

证明. 任取分划 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = b,我们有

n∑
k=1

|f(xk)g(xk)− f(xk−1)g(xk−1)|

⩽
n∑

k=1

[|f(xk)g(xk)− f(xk)g(xk−1)|+ |f(xk)g(xk−1)− f(xk−1)g(xk−1)|]

⩽
n∑

k=1

|f(xk)||g(xk)− g(xk−1)|+
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)||g(xk−1)|

⩽ sup
[a,b]

{|f(x)|}
b∨
a

(g) + sup
[a,b]

{|g(x)|}
b∨
a

(f).

-思考题 6-.设 f ∈ BV([a, b]), φ(x)在 (−∞,+∞)上属于 Lip1,试证明 φ(f) ∈ BV([a, b]).
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证明. 由题,存在M > 0,使得 |f(x)− f(y)| ⩽M |x− y|(−∞ < x, y < +∞). 从而对 [a, b]的任

一分划 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,我们有

v∆ =
n∑

i=1

|φ(f(xi))− φ(f(xi−1))| ⩽
n∑

i=1

M |f(xi)− f(xi−1)|

=M

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽M

b∨
a

(f).

由此知 φ(f)是有界变差函数.

-思考题 7-.设 f ∈ Lip1([a, b]),试证明
x∨
a

(f)也是.

证明. 只需注意到对 a ⩽ x < y ⩽ b,有∣∣∣∣∣
y∨
a

(f)−
x∨
a

(f)

∣∣∣∣∣ =
y∨
x

(f) = sup
∆

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ⩽ sup
∆

n∑
k=1

|xk − xk−1| = |y − x|.

思考题 8.试证明 f ∈ BV([a, b])当且仅当存在 [a, b]上的递增函数 F (x),使得

|f(x′)− f(x′′)| ⩽ F (x′′)− F (x′) (a ⩽ x′ < x′′ ⩽ b).

证明. 必要性.取 F (x) =
x∨
a

(f),则对 a ⩽ x′ < x′′ ⩽ b,我们有

|f(x′′)− f(x′)| ⩽
x′′∨
x′

(f) = F (x′′)− F (x′).

充分性.假定题中不等式成立,则对 [a, b]的任一分划 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,我们有

v∆ =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽
n∑

i=1

|F (xi)− F (xi−1)| = F (b)− F (a).

由此即知 f ∈ BV([a, b]).

-思考题 9-.设 f ∈ BV([a, b]).若 f(x)在 [a, b]上有原函数,试问:f(x)是 [a, b]上的连续函数吗?

解. 是.反证,若存在 x0 ∈ (a, b),使得 |f(x0 + 0) − f(x0 − 0)| = δ0 > 0,则对任意的 ε > 0,有
|f(x0 + ε)− f(x0 − ε)| > δ0/2.从而 f(x)在两值

max{f(x0 − 0), f(x0 + 0)}+ δ0/3与min{f(x0 − 0), f(x0 + 0)} − δ0/3

之间取不到中间值,这与 f(x)具有原函数 (f 具备介值性)矛盾.
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思考题 10.设 f ∈ BV([a, b]).若有
b∨
a

(f) = f(b)− f(a),试证明 f(x)在 [a, b]上递增.

证明. 令 F (x) =
x∨
a

(f)−f(x)+f(a),则 F (a) = F (b) = 0.因为 ∀a ⩽ x < y ⩽ b, F (y)−F (x) =

y∨
x

(f)− (f(y)− f(x)) ⩾ 0,所以 F 是增函数,故 F (x) = 0, a ⩽ x ⩽ b.于是 f(x) = f(a)+
x∨
a

(f)

在 [a, b]递增.

思考题 11.设 fn ∈ BV([a, b])(n ∈ N).级数
∞∑
n=1

fn(x),
∞∑
n=1

x∨
a

(fn)在 [a, b]上收敛,试证明 f(x) =

∞∑
n=1

fn(x)在 [a, b]上是有界变差函数.

证明. 令 pn(x) =
1

2

(
x∨
a

(fn) + fn(x)

)
, qn(x) =

1

2

(
x∨
a

(fn)− fn(x)

)
,易得对任意n, pn(x), qn(x)

均为增函数.因为级数
∞∑
n=1

fn(x),
∞∑
n=1

x∨
a

(fn)收敛,所以
∞∑
n=1

pn(x),
∞∑
n=1

qn(x)也在 [a, b]上收敛,分

别记它们的和函数为 p(x), q(x),则 p(x), q(x)也单调递增,且 p(x) − q(x) = f(x).由 Jordan分

解定理, f(x) =
∞∑
n=1

fn(x) ∈ BV([a, b]).

5.3 不定积分的微分

思考题 1.设 E ⊂ [0, 1].若存在 l : 0 < l < 1,使得对 [0, 1]中任意的子区间 [a, b],均有 m(E ∩
[a, b]) ⩾ l(b− a),试证明m(E) = 1.

证明. 记 F (x) =

∫ x

a

χE(t)dt,由 Lebesgue定理, F ′(x) = χE(x) a.e. ∀x > a,
1

x− a

∫ x

a

χE(t)dt =
m(E ∩ [a, x])

x− a
⩾ l > 0,令 x→ a+可得 F ′

+(a) ⩾ l.再根据 a的任意性可得 F ′
+(x) ⩾ l, x ∈ [0, 1],

进而 F ′(x) = χE(x) ⩾ l, a.e. x ∈ [0, 1]. 因为 0 < l < 1, 所以我们有 χE(x) = 1, a.e. x ∈
[0, 1] =⇒ m(E) = 1.

思考题 2.对于 [0, 1]上的 Dirichlet函数 χQ(x),试问:[0, 1]中的 Lebesgue点是什么?

解. 按定义,

lim
h→0

1

h

∫ h

0

|χQ(x+ t)− χQ(x)|dt s=x+t
===== lim

h→0

1

h

∫ x+h

x

|χQ(s)− χQ(x)|ds

= lim
h→0

1

h

∫
[min{x,x+h},max{x,x+h}]\Q

χQ(x)ds

= lim
h→0

1

h
m([min{x, x+ h},max{x, x+ h}]\Q)χQ(x) = χQ(x).

故 χQ(x)在 [0, 1]中的 Lebesgue点是所有的无理数.
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5.4 绝对连续函数与微积分基本定理

-思考题 1-.若 f(x)在 [a, b]上绝对连续,且有

|f ′(x)| ⩽M, a.e. x ∈ [a, b],

则 |f(y)− f(x)| ⩽M |x− y|, x, y ∈ [a, b].

证明. 对 x, y ∈ [a, b],由微积分基本定理有

|f(y)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f ′(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ y

x

|f ′(t)|dt
∣∣∣∣ ⩽M |y − x|.

-思考题 2-.设 f(x)定义在 [a, b]上.若有

|f(y)− f(x)| ⩽M |y − x|, x, y ∈ [a, b],

则 |f ′(x)| ⩽M, a.e. x ∈ [a, b].

证明. 由题 f ∈ AC([a, b]),故 f(x)几乎处处可微.因为

|f(y)− f(x)| ⩽M |y − x| =⇒
∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ ⩽M(x, y ∈ [a, b]),

所以令 y → x,可得 |f ′(x)| ⩽M , a.e. x ∈ [a, b].

思考题 3.设 fn(x)(n = 1, 2, · · · )是 [a, b]上递增的绝对连续函数列.若
∞∑
n=1

fn(x)在 [a, b]上收

敛,则其和函数在 [a, b]上绝对连续.

证明. 令 S(x) =
∞∑
n=1

fn(x)(a ⩽ x ⩽ b), 则 S(x) 是递增函数. 由 Fubini 逐项微分定理可知

S ′(x) =
∞∑
n=1

f ′
n(x), a.e. x ∈ [a, b].注意到 f ′

n(x) ⩾ 0, a.e.,于是由 Levi定理和微积分基本定理有

∫ b

a

S ′(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a

f ′
n(x)dx =

∞∑
n=1

[fn(b)− fn(a)] = S(b)− S(a).

由习题 5的 10题知 S ∈ AC([a, b]).

思考题 4.设 f ∈ BV([0, 1]).若对任给 ε > 0, f(x)在 [ε, 1]上绝对连续,且 f(x)在 x = 0处连续,
则 f(x)在 [0, 1]上绝对连续.

证明. 对递减收敛于 0的正数列 {εn}以及 x ∈ (0, 1],可知∫ x

0

f ′(t)dt = lim
n→∞

∫ x

εn

f ′(t)dt = lim
n→∞

[f(x)− f(εn)] = f(x)− f(0).
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这说明 f ′ ∈ L([0, 1]), Newton-Leibniz公式成立,故 f ∈ AC([0, 1]).

注：条件 f ∈ BV([0, 1])不能去掉,否则我们有

fn(x) =

x sin(π/x), 1/n < x ⩽ 1,

0, 0 ⩽ x ⩽ 1/n.

则 fn(x)是 [0, 1]上的绝对连续函数, {fn(x)}在 [0, 1]上一致收敛到

F (x) =

x sin(π/x), 0 < x ⩽ 1,

0, x = 0.

它不是 [0, 1]上的绝对连续函数.

5.5 分部积分公式与积分中值公式

-思考题 1-.设 f ∈ L([a, b]),令 g(x) = f(x)

∫ x

a

f(t)dt,则

∫ b

a

g(x)dx =
1

2

(∫ b

a

f(x)dx
)2

.

证明. 记 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,则由分部积分公式,

∫ b

a

F (x)f(x)dx+
∫ b

a

f(x)F (x)dx = F (b)F (b)− F (a)F (a) = F (b)2,

故命题得证.

-思考题 2-.设 f(x), g(x)是 [0,+∞)上的可测函数,且有

|f(x)| ⩽M, |xg(x)| ⩽M, 1 ⩽ x < +∞,

则 lim
x→+∞

1

x

∫ x

1

f(t)g(t)dt = 0.

证明. ∣∣∣∣1x
∫ x

1

f(t)g(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ 1

x

∫ x

1

M · M
t
dt = M2 lnx

x

x→+∞−→ 0.

5.6 R上的积分换元公式

本节没有习题.
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习题 5

-1-.设 E 是 R中一族 (开、闭与半开闭)区间的并集,试证明 E 是可测集.

证明. 记此区间族为 Γ = {Iα : α ∈ J},不妨设m∗(E) < +∞(否则可取 En = E ∩ [−n, n]),且令

A = {I ⊂ R : I 是某个Iα中的区间},

易知 A 是 E 的 Vitali覆盖.从而知存在互不相交区间列 {Ik},使得 m

(
E\

∞⋃
k=1

Ik

)
= 0.假设

Ik ⊂ Iαk
,则由 E =

(
E\

∞⋃
k=1

Iαk

)
∪

(
∞⋃
k=1

Iαk

)
可知 E 可测 (等式右侧两集合均可测).

2.设 {xn} ⊂ [a, b],试作 [a, b]上的递增函数,其不连续点恰为 {xn}.

证明. 令

fn(x) =

 0, a ⩽ x < xn
1

2n
, xn ⩽ x ⩽ b

, n = 1, 2, · · ·

则 fn(x)在 [a, b]上递增,且在 xn 处不连续.取 f(x) =
∞∑
n=1

fn(x),则易知 f(x)递增,仅在 {xn}

不连续.

3.设 f(x)是 (a, b)上的递增函数,E ⊂ (a, b).若对任给 ε > 0,存在 (ai, bi) ⊂ (a, b)(i = 1, 2, · · · ),
使得 ⋃

i

(ai, bi) ⊃ E,
∑
i

[f(bi)− f(ai)] < ε,

试证明

f ′(x) = 0, a.e. x ∈ E.

证明. 因为 f 递增,所以 f ′ ⩾ 0.由 Lebesgue定理,我们有∫
E

f ′(x)dx ⩽
∫

∪
k⩾1

(ak,bk)

f ′(x)dx ⩽
∑
k⩾1

∫ bk

ak

f ′(x)dx ⩽
∑
k⩾1

[f(bk)− f(ak)] < ε.

由 ε的任意性可知
∫
E

f ′(x)dx = 0,从而即得所证.

4.设 f(x)在 [0, a]上是有界变差函数,试证明函数

F (x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt, F (0) = 0

是 [0, a]上的有界变差函数.
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证明. 按照 Jordan分解定理,我们只需证明,若 f 是增函数时 F 也是增函数.为此,令 0 ⩽ x <

y ⩽ a,我们有

F (y)− F (x) =
1

y

∫ y

x

f(t)dt+
(
1

y
− 1

x

)∫ x

0

f(t)dt ⩾ (y − x)f(x)

y
+ xf(x)

(
1

y
− 1

x

)
= 0.

由此即得所证.

-5-.设 {fk(x)}是 [a, b]上的有界变差函数列,且有

b∨
a

(fk) ⩽M(k = 1, 2, · · · ),

lim
k→∞

fk(x) = f(x), x ∈ [a, b],

试证明 f ∈ BV([a, b]),且满足
b∨
a

(f) ⩽M .

证明. 对 [a, b]的任一分划 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b,我们有

n∑
i=1

|fk(xi)− fk(xi−1)| ⩽
b∨
a

(fk) ⩽M(n ∈ N).

令 k → ∞,则由题设知

lim
k→∞

n∑
i=1

|fk(xi)− fk(xi−1)| =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽M(n ∈ N).

从而可得
b∨
a

(f) ⩽M .

6.设 f ∈ BV([a, b]),且点 x0 ∈ [a, b]是 f(x)的连续点,试证明
x∨
a

(f)在点 x0处连续.

证明. 事实上, x = x0是 f(x)的连续点 ⇐⇒ x = x0是
x∨
a

(f)的连续点.

必要性.因为对 a ⩽ x0 < x ⩽ b,有

|f(x)− f(x0)| ⩽
x∨
x0

(f) =
x∨
a

(f)−
x0∨
a

(f).

所以当
x∨
a

(f)在 x = x0处连续时, f(x)也在 x = x0处连续.

充分性.设 x = x0 ∈ [a, b)是 f(x)的连续点,即对任给的 ε > 0,存在 δ > 0,使得

|f(x)− f(x0)| < ε/2, x ∈ [x0, x0 + δ) ⊂ [a, b].
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作 [x0, x0 + δ]的分划 ∆ : x0 < x1 < · · · < xn = x0 + δ,使得

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+
ε

2
>

x0+δ∨
x0

(f).

由于
n∑

i=2

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽
x0+δ∨
x1

(f),

x0+δ∨
x0

(f) =

x1∨
x0

(f) +

x0+δ∨
x1

(f),故

x1∨
x0

(f) =

x0+δ∨
x0

(f)−
x0+δ∨
x1

(f) ⩽
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+
ε

2
−

n∑
i=2

|f(xi)− f(xi−1)|

= |f(x1)− f(x0)|+
ε

2
< ε.

从而知
x∨
x0

(f) ⩽
x1∨
x0

(f) < ε(x0 ⩽ x ⩽ x1). 这说明
x∨
a

(f) 在 x = x0 处是右连续的. 同理可证
x∨
a

(f)在 x = x0(a < x0 ⩽ b)处左连续.于是命题得证.

-7-.设函数 f : [a, b] → [c, d]是连续函数,且对任意的 y ∈ [c, d],点集 f−1({y})至多有 10个点,
试证明

b∨
a

(f) ⩽ 10(d− c).

证明. 对 [a, b] 的任一分划 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 记 Ii = [xi−1, xi], Ji 表示以

f(xi−1), f(xi)为端点的区间,则 f(Ii)仍是一个区间,且有

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ⩽
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∫ f(xi)

f(xi−1)

1dy
∣∣∣∣∣ =

n∑
i=1

∫ d

c

χJi(y)dy

⩽
n∑

i=1

∫ d

c

χf(Ii)(y)dy =

∫ d

c

n∑
i=1

χf(Ii)(y)dy ⩽
∫ d

c

10dy = 10(d− c).

所以
b∨
a

(f) ⩽ 10(d− c).

8.设 f ∈ L([0, 1]), g(x)是定义在 [0, 1]上的递增函数.若对任意的 [a, b] ⊂ [0, 1],有

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣2 ⩽ (g(b)− g(a))(b− a),

试证明 f 2(x)是 [0, 1]上的可积函数.
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证明. 依题设知,对任意的 x, x+∆x ∈ [0, 1],均有

∣∣∣∣∫ x+∆x

x

f(t)dt
∣∣∣∣2 ⩽ [g(x+∆x)− g(x)]∆x,∆x > 0,∣∣∣∣ 1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t)dt
∣∣∣∣2 ⩽ [g(x+∆x)− g(x)]

∆x
,∆x > 0.

令 ∆x→ 0,即得 |f(x)|2 ⩽ g′(x), a.e. x ∈ [0, 1].由 Lebesgue定理知结论成立.

9.设 f(x)是 [a, b]上的非负绝对连续函数,试证明 f p(x)(p > 1)是 [a, b]上的绝对连续函数.

证明. 显然 f 在 [a, b]有界,故设 |f(x)| ⩽M(a ⩽ x ⩽ b).对 ξ > η > 0,由 Lagrange微分中值定
理,我们有 ξp − ηp = p[η + θ(ξ − η)]p−1(ξ − η), 0 < θ < 1.所以对 x, y ∈ [a, b],得到

|f p(y)− f p(x)| = p|f(x) + θ(f(y)− f(x))||f(y)− f(x)| ⩽ p(2M)p−1|f(y)− f(x)|.

所以 f p(x)满足 Lipschitz条件,于是 f p(x) ∈ AC([a, b]).

10.设 f(x)在 [a, b]上递增,且有 ∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a),

试证明 f(x)在 [a, b]上绝对连续.

证明. 考查函数F (x) =

∫ x

a

f ′(t)dt−[f(x)−f(a)],易知F (a) = F (b) = 0. 又因当 a ⩽ x < y ⩽ b

时,由 Lebesgue定理有

F (y)− F (x) =

∫ y

x

f ′(t)dt− [f(y)− f(x)] ⩽ 0,

所以 F (t)是递减函数.从而知 F (x) ≡ 0,这说明∫ x

a

f ′(t)dt− [f(x)− f(a)] = 0, f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt,

由微积分基本定理的推论即得所证.

-11-.设 f ∈ BV([a, b]).若有 ∫ b

a

|f ′(x)|dx =
b∨
a

(f),

试证明 f(x)在 [a, b]上绝对连续.

证明. 令 F (x) =

∫ x

a

|f ′(t)|dt −
x∨
a

(f),则 F (y) − F (x) =

∫ y

x

|f ′(t)|dt −
y∨
x

(f) ⩽ 0, ∀a ⩽ x <
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y ⩽ b,故 F (x)是 [a, b]上的减函数.由 F (a) = F (b) = 0可知 F (x) ≡ 0,即

x∨
a

(f) ≡
∫ x

a

|f ′(t)|dt.

所以
x∨
a

(f)绝对连续.按定义,对任给 ε > 0,存在 δ > 0,当 [a, b]中任意有限个互不相交的开区

间 (xi, yi)(i = 1, 2, · · · , n)满足
n∑

i=1

|yi−xi| < δ,就有
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
yi∨
a

(f)−
xi∨
a

(f)

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
yi∨
xi

(f)

∣∣∣∣∣ < ε,则

n∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| ⩽
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
yi∨
xi

(f)

∣∣∣∣∣ < ε,

即 f(x)在 [a, b]上绝对连续.

-12-.设 f(x)是 R上有界的递增函数,且 f(x)在 R上可微,记

lim
x→−∞

f(x) = A, lim
x→+∞

f(x) = B,

试证明 ∫
R
f ′(x)dx = B − A.

证明. 记 f ′
n(x) = f ′(x)χ[−n,n](x),由 f(x)递增知

∫
R
f ′
n(x)dx ⩽ f(n)− f(−n),故 f ′

n(x)在 R上

可积.又因为 f(x)在R上可微,所以 (见 Rudin的 Real and Complex Analysis, p149, Theorem 7.21)∫
R
f ′
n(x)dx = f(n)− f(−n).

由 f(x)递增知 f ′(x) ⩾ 0, a.e. x ∈ R,于是 f ′
n(x)是非负渐升可积函数列,且极限为 f ′(x).故由

Levi定理,∫
R
f ′(x)dx =

∫
R
lim
n→∞

f ′
n(x)dx = lim

n→∞

∫
R
f ′
n(x)dx = lim

n→∞
(f(n)− f(−n)) = B − A.

-13-.设 f(x)是定义在 R上的可微函数,且 f(x)与 f ′(x)都是 R上的可积函数,试证明∫
R
f ′(x)dx = 0.

证明. 由题,存在 ∫ +∞

−∞
f ′(x)dx = lim

B→+∞
A→−∞

∫ B

A

f ′(x)dx = lim
B→+∞
A→−∞

[f(B)− f(A)].
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令 lim
B→+∞

f(B) = l1, lim
A→−∞

f(A) = l2,则由 f(x)可积得 l1 = 0 = l2.这说明
∫
R
f ′(x)dx = 0.

14.假设 f(x, y)是定义在 [a, b] × [c, d]上的二元函数,且存在 y0 ∈ (c, d),使得 f(x, y0)在 [a, b]

上是可积的, 又对于每一个 x ∈ [a, b], f(x, y) 是关于 y 在 [c, d] 上的绝对连续函数, f ′
y(x, y) 在

[a, b]× [c, d]上是可积的,试证明函数

F (y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

是定义在 [c, d]上的绝对连续函数,且对几乎处处的 y ∈ [c, d],有

F ′(y) =

∫ b

a

f ′
y(x, y)dx.

证明. 由题, ∀ε > 0, ∃δ > 0, 只要 [c, d] 中任意有限个互不相交的开区间 {(zi, yi)}ni=1 满足
n∑

i=1

|yi − zi| < δ,就有
n∑

i=1

|F (yi)− F (zi)| =
n∑

i=1

∣∣∣∣∫ b

a

[f(x, yi)− f(x, zi)]dx
∣∣∣∣ ⩽ n∑

i=1

∫ b

a

|f(x, yi)−

f(x, zi)|dx =

∫ b

a

n∑
i=1

|f(x, yi)− f(x, zi)|dx ⩽ ε(b− a),故 F (y) ∈ AC([c, d]).又由微积分基本定

理, f(y)− f(y0) =

∫ y

y0

f ′
t(x, t)dt.又因为 f ′

y(x, y)在 [a, b]× [c, d]上可积, f(x, y0)在 [a, b]上可积,

由 Fubini定理可得∫ y

y0

F ′(t)dt = F (y)− F (y0) =

∫ b

a

[f(x, y)− f(x, y0)]dx

=

∫ b

a

∫ y

y0

f ′
t(x, t)dtdx =

∫ y

y0

dtg
∫ b

a

f ′
t(x, t)dx,

从而有 F ′(y) =

∫ b

a

f ′
y(x, y)dx, a.e. y ∈ [c, d].

-16-.试举例说明绝对连续函数是几乎处处可微的这个结论一般是不能改进的.

证明. 考虑 f(x) = |x|,它在 R上绝对连续,但是在 0处不可微.

17.设 {gk(x)}是在 [a, b]上的绝对连续函数列,又有 |g′k(x)| ⩽ F (x) a.e.(k = 1, 2, · · · ),且 F ∈
L([a, b]).若 lim

k→∞
gk(x) = g(x)(a ⩽ x ⩽ b), lim

k→∞
g′k(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b],试证明

g′(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

证明. 由题设及微积分基本定理,
∫ x

a

g′k(t)dt = gk(x) − gk(a)(a ⩽ x ⩽ b),故根据控制收敛定理

可得
∫ x

a

f(t)dt = lim
k→∞

∫ x

a

g′k(t)dt = g(x)− g(a).由教材例 2结果知 f ∈ L([a, b]),因此,由微积

分基本定理可得 f(x) = g′(x), a.e. x ∈ [a, b].
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18.设 f(x)是 [a, b]上的绝对连续严格递增函数, g(y)在 [f(a), f(b)]上绝对连续,试证明 g(f(x))

在 [a, b]上绝对连续.

证明. 由 g ∈ AC([f(a), f(b)])可知,对任给 ε > 0,存在 η > 0,当互不相交的区间 {(ci, di)}ni=1满

足 {(ci, di)} ⊂ [f(a), f(b)]且
n∑

i=1

(di − ci) < η时,有
n∑

i=1

|g(di)− g(ci)| < ε.因为 f ∈ AC([a, b]),

所以存在 δ > 0,当 [a, b]中互不相交开区间 {(xi, yi)}ni=1满足
n∑

i=1

(yi−xi) < δ时,有
n∑

i=1

|f(yi)−

f(xi)| < η. 注意到 f(x) 的严格递增性, 易知区间族 {(f(xi), f(yi))} 也是互不相交的, 从而当

[a, b]中互不相交区间族满足
n∑

i=1

(yi − xi) < δ时,可得
n∑

i=1

|g[f(yi)]− g[f(xi)]| < ε.

19.设 g(x)是 [a, b]上的绝对连续函数,f(x)在 R上满足 Lipschitz条件,试证明 f(g(x))是 [a, b]

上的绝对连续函数.

证明. 依题设知存在M > 0,使得 |f(x)−f(y)| ⩽M |x−y|(x, y ∈ R).对任给 ε > 0,存在 δ > 0,

当 [a, b]中互不相交开区间族满足
n∑

i=1

(yi − xi) < δ时,有
n∑

i=1

|g(yi)− g(xi)| < ε/M .从而可得

n∑
i=1

|f [g(yi)]− f [g(xi)]| ⩽M
n∑

i=1

|g(yi)− g(xi)| < ε.

由此结论得证.

注：一般地,两个绝对连续函数的复合函数不一定绝对连续,例如 f(y) = y1/3, y ∈ [−1, 1]以及

g(x) =

x3 cos3(π/x), 0 < x ⩽ 1,

0, x = 0.

易知 f(y)是 [−1, 1]上的绝对连续函数, g(x)是 [0, 1]的绝对连续函数.然而,我们有

F (x) = f [g(x)] =

{
x cos(π/x), 0 < x ⩽ 1,

0, x = 0,
,

1∨
0

(F ) = +∞.

上述 18和 19题都添加了一些条件,使得绝对连续函数的复合函数绝对连续.
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6 Lp空间

6.1 Lp空间的定义与不等式

-思考题 1-.设 0 < m(E) < +∞,且有数列 {pk}:

1 < p1 < p2 < · · · < pk < · · · → ∞(k → ∞).

若 f ∈ Lpk(E)(k = 1, 2, · · · ),且 sup
k⩾1

{‖f‖pk} < +∞,则 f ∈ L∞(E).

证明. 对任意 p > 1,都有 p < lim
k→∞

pk,因此 ∃k, p < pk,故由教材 251页例 2知 f ∈ Lp(E).再由
书 249页知

‖f‖∞ = lim
p→∞

‖f‖p = lim
k→∞

‖f‖pk .

思考题 3.设m(E) < +∞, f(x)是 E 上可测函数, 0 < p0 < +∞,则

lim
p↗p0

∫
E

|f(x)|pdx =

∫
E

|f(x)|p0dx.

证明. 对任意递增趋于 p0 的正数列 {pn}, 记 gn(x) = |f(x)|pn , 则 {gn} 是非负可测渐升列, 且
gn → g(x ∈ E).由 Levi定理 lim

n→∞

∫
E

gn(x)dx =

∫
E

g(x)dx,由 Heine原理知结论成立.

思考题 6.设 f ∈ L2((0,+∞))且 f(x) ⩾ 0(x ∈ (0,+∞)),令 F (x) =

∫ x

0

f(t)dt,试证明

F (x) = o(
√
x) (x→ 0).

证明. 由 Schwarz不等式,我们有

F (x)√
x

=

∫ x

0

|f(t)|dt(∫ x

0

12dt
)1/2

⩽
(∫ x

0

|f(t)|2dt
)1/2

→ 0(x→ 0),

此即 F (x) = o(
√
x) (x→ 0).

注：我们还有结论 F (x) = o(
√
x) (x→ +∞),由两个估计 (仍使用 Schwarz不等式)得到:

∫ √
x

0

f(t)dt = O(x1/4),

∫ x

√
x

f(t)dt = o(
√
x).

-思考题 7-.设 f ∈ L2([0, 1]),试证明存在 [0, 1]上递增函数 g(x),使得对任意的 [a, b] ⊂ [0, 1],有

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣2 ⩽ (g(b)− g(a))(b− a).
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证明. 令 g(x) =

∫ x

0

f 2(t)dt(0 ⩽ x ⩽ 1),我们有

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣∣2 ⩽ (b− a)

∫ b

a

f 2(x)dx = [g(b)− g(a)](b− a).

显然 g递增.

思考题 8.设 f ∈ L2([0, 1]),且 ‖f‖2 6= 0,令 F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ [0, 1],试证明 ‖F‖2 < ‖f‖2.

证明. 由 Schwarz不等式,

‖F‖22 =
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt
∣∣∣∣2 dt ⩽ ∫ 1

0

(∫ x

0

|f(t)|2dt
)
dx ⩽

∫ 1

0

x‖f‖22dx =
1

2
‖f‖22 < ‖f‖22.

-思考题 9-.设 1 ⩽ p ⩽ +∞.若 fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, · · · ),且级数

∞∑
i=1

fk(x)

在 E 上几乎处处收敛,则 ∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
p

⩽
∞∑
k=1

‖fk‖p.

证明. 由 Fatou引理,∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
p

=

(∫
E

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx
)1/p

=

(∫
E

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx
)1/p

⩽ lim
n→∞

(∫
E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx
)1/p

⩽ lim
n→∞

n∑
k=1

‖fk‖p =
∞∑
k=1

‖fk‖p.

-思考题 10-.设 f ∈ Lp(E)(p ⩾ 1), e ⊂ E 是可测集,则

(∫
E

|f(x)|pdx
)1/p

⩽
(∫

e

|f(x)|pdx
)1/p

+

(∫
E\e

|f(x)|pdx
)1/p

.

证明. 作函数 g(x) =

f(x), x ∈ e,

0, x ∈ E\e,
h(x) =

0, x ∈ e,

f(x), x ∈ E\e,
则 f(x) = g(x)+h(x)(x ∈
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E).从而由Minkowski不等式,

(∫
E

|f(x)|pdx
)1/p

=

(∫
E

|g(x) + h(x)|pdx
)1/p

⩽
(∫

E

|g(x)|pdx
)1/p

+

(∫
E

|h(x)|pdx
)1/p

=

(∫
e

|f(x)|pdx
)1/p

+

(∫
E\e

|f(x)|pdx
)1/p

.

6.2 Lp空间的结构

(一)Lp(E)是完备的距离空间

思考题 1.若 fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, · · · ), p ⩾ 1,且满足

‖fk+1 − fk‖p ⩽ 1/2k(k = 1, 2, · · · ),

试证明存在 f ∈ Lp(E),且有

lim
k→∞

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ E.

证明. 对任意的 ε > 0,令 Ek(ε) = E[|fk+1(x)− fk(x)| ⩾ ε],则

ε(m(Ek(ε)))
1/p ⩽

(∫
Ek(ε)

|fk+1(x)− fk(x)|pdx
)1/p

⩽
(∫

E

|fk+1(x)− fk(x)|pdx
)1/p

= ‖fk+1 − fk‖p ⩽ 1/2k.

这说明 lim
k→∞

m(Ek(ε)) = 0,即 {fk}在E上是依测度Cauchy列,由定理 3.16,存在E上几乎处处

有限的可测函数 f(x),使得 {fk(x)}在 E 上依测度收敛于 f(x).再由 Riesz定理,存在 {fk(x)}
的子列 {fki(x)},使得

lim
i→∞

fki(x) = f(x), a.e. x ∈ E.

由 Fatou引理,∫
E

|fk(x)− f(x)|pdx =

∫
E

lim
i→∞

|fk(x)− fki(x)|pdx ⩽ lim
i→∞

∫
E

|fk(x)− fki(x)|pdx,

所以 lim
k→∞

∫
E

|fk(x)− f(x)|pdx = 0.这说明

lim
k→∞

‖fk − f‖p = 0.

最后,由 ‖f‖p ⩽ ‖f − fk‖p + ‖fk‖p可知 f ∈ Lp(E).
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思考题 2.设 {fk(x)}是 E 上可测函数列, F ∈ Lp(E)(p ⩾ 1).若有

|fk(x)| ⩽ F (x)(k = 1, 2, · · · ),

lim
k→∞

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ E,

试证明 ‖fk − f‖p → 0(k → ∞).

证明. 因为 p ⩾ 1,所以 |fk(x)|p ⩽ F p(x),且 lim
k→∞

|fk(x)|p = |f(x)|p, a.e. x ∈ E.由控制收敛定

理, lim
k→∞

∫
E

|fk(x)|pdx =

∫
E

|f(x)|pdx =⇒ lim
k→∞

‖fk‖p = ‖f‖p =⇒ ‖fk − f‖p → 0(k → ∞).

-思考题 6-.设 f ∈ Lp([a, b]), fk ∈ Lp([a, b])(k ∈ N, p ⩾ 1).若有

lim
k→∞

‖fk − f‖p = 0,

试证明 lim
k→∞

∫ x

a

fk(t)dt =
∫ x

a

f(t)dt, a ⩽ x ⩽ b.

证明. 注意不等式 (p > 1)

∫ x

a

|fk(t)− f(t)|dt ⩽
∫ b

a

|fk(t)− f(t)|dx ⩽
(∫ b

a

|fk(t)− f(t)|pdt
)1/p

· (b− a)
p

p−1 .

p = 1时可以验证结论也成立.

(二)Lp(E)(1 ⩽ p < +∞)是可分空间

思考题 1.设 1 < p < +∞, fn ∈ Lp(R), ‖fn‖p ⩽M(n = 1, 2, · · · ), f ∈ Lp(R),且有

lim
n→∞

∫ x

0

fn(t)dt =
∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R,

则对任意的 g ∈ Lq(R), 1/p+ 1/q = 1,有

lim
n→∞

∫
R
fn(x)g(x)dx =

∫
R
f(x)g(x)dx.

证明. 类似推论 4.22,若 h(x)是阶梯函数,则有

lim
n→∞

∫
R
fn(x)h(x)dx =

∫
R
f(x)h(x)dx.

现在对 g ∈ Lq(R)以及 ε > 0,作阶梯函数 h(x),使得

‖g − h‖q =
(∫

R
|g(x)− h(x)|qdx

)1/q

<
ε

3M
,
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并考查∣∣∣∣∫
R
fn(x)g(x)dx−

∫
R
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
⩽
∫
R
|fn(x)||g(x)− h(x)|dx+

∣∣∣∣∫
R
[fn(x)h(x)− f(x)h(x)]dx

∣∣∣∣+ ∫
R
|f(x)||h(x)− g(x)|dx

⩽ ‖fn‖p‖g − h‖q +
∣∣∣∣∫

R
[fn(x)h(x)− f(x)h(x)]dx

∣∣∣∣+ ‖f‖p‖g − h‖q

< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

由此易知结论成立.

-思考题 2-.L∞((0, 1))是不可分的.(考查函数族 ft(x) = χ(0,t)(x), 0 < t < 1.)

证明. 设 Λ = {ft : ft(x) = χ(0,t)(x), 0 < t < 1},显然这是不可数集,且对任意的 0 < t1 < t2 <

1,有 ‖ft1 − ft2‖∞ = 1.因此,对任意可数的 Γ ⊂ L∞((0, 1))中的每一个函数 g,或者与 Λ中每

个 ft,都有 ‖ft − g‖ > 1/2,或者与其中确定的某个 ft0 满足 ‖ft0 − g‖ ⩽ 1/2,而对剩余所有 ft

有 ‖ft − g‖ > 1/2,这说明 Γ 不是稠密的.所以 L∞((0, 1))不可分.
(换句话说,对任意 L∞((0, 1))的稠密子集 Γ0,由于 Λ中任意两个函数的“距离”都大于 1,所
以总能建立 Λ到 Γ0的单射,因此 Γ0不可数).

6.3 L2内积空间

(一)内积,正交系

思考题 1.设 f, g ∈ L2(E),则有 (平行四边形公式)

‖f + g‖22 + ‖f − g‖22 = 2(‖f‖22 + ‖g‖22).

证明. 我们有
∫
E

[f(x) + g(x)]2dx+
∫
E

[f(x)− g(x)]2dx = 2

(∫
E

f 2(x)dx+
∫
E

g2(x)dx
)
.

-思考题 2-.设 ‖fn − f‖2 → 0, ‖gn − g‖2 → 0(n→ ∞),则 |〈fn, gn〉 − 〈f, g〉| → 0.

证明. 由题 ‖gn‖ → ‖g‖,所以

|〈fn, gn〉 − 〈f, g〉| = |〈fn − f, gn〉+ 〈gn − g, f〉| ⩽ ‖fn − f‖2‖gn‖2 + ‖gn − g‖2‖f‖2,

于是 |〈fn, gn〉 − 〈f, g〉| → 0(n→ ∞).

-思考题 3-.设 ‖f‖2 = ‖g‖2,则
〈f + g, f − g〉 = 0.

证明. 我们有 〈f + g, f − g〉 = ‖f‖22 − ‖g‖22 + 〈g, f〉 − 〈f, g〉 = 0.
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思考题 4.设 ‖fn‖2 → ‖f‖2, 〈fn, f〉 → ‖f‖22(n→ ∞),则

‖fn − f‖2 → 0(n→ ∞).

证明. 我们有 ‖fn − f‖22 = ‖fn‖22 + ‖f‖22 − 2〈fn, f〉.

(二)广义 Fourier级数

-思考题 1-.{sinnx}是 L2([0, π])中的完全正交系.

证明. 显然 {sinnx}是L2([0, π])中的正交系.此外,设 f ∈ L2([0, π]),且有
∫ π

0

f(x) sinnxdx = 0,
则作 f(x)在 [−π, π]上的奇延拓:f ∗(x) = f(x)(0 < x ⩽ π), f ∗(x) = −f(−x)(−π ⩽ x < 0).显
然
∫ π

−π

f ∗(x) cosnxdx = 0(n = 0, 1, 2, · · · ),且

∫ 0

−π

f ∗(x) sinnxdx x=−t
=====

∫ π

0

f(t) sinntdt = 0(n ∈ N).

这说明
∫ π

−π

f ∗(x) sinnxdx = 0.从而 f ∗(x) = 0, a.e. x ∈ [−π, π].由此即得所证.

-思考题 2-.设 f ∈ L1([−π, π]), {φn(x)}是 (−π, π]上的三角函数系.若有∫ π

−π

f(x)φn(x)dx = 0(n = 1, 2, · · · )

则 f(x) = 0, a.e. x ∈ [−π, π].

证明. 由题,对三角多项式Q(x),有 〈f,Q〉 = 0.而对 g ∈ C([−π, π]),存在三角多项式列 {Qn(x)},
它在 [−π, π]上一致收敛到 g(x),故有

0 = lim
n→∞

〈f,Qn〉 = 〈f, g〉.

又对 [−π, π]中的任一正测集 E,存在 gn ∈ C([−π, π]), |gn(x)| ⩽ 1,使得 lim
n→∞

gn(x) = χE(x).从
而根据控制收敛定理,可得 〈f, χE〉 = 0.由此立即推出结论成立.

思考题 4.设 {φk(x)}是 L2(E)中的标准正交系.若 f ∈ L2(E),则

lim
k→∞

∫
E

f(x)φk(x)dx = 0.

证明. 记 Ck =

∫
E

f(x)φk(x)dx(k ∈ N),注意
∞∑
k=1

C2
k ⩽ ‖f‖22 < +∞.

思考题 5. 设 {φk} ⊂ L2([a, b]) 是标准完全正交系, f ∈ L2([a, b]), f(x) ∼
∞∑
k=1

ckφk(x), 其中
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ck = 〈f, φk〉,则对 [a, b]中的可测集 E,有

∫
E

f(x)dx =
∞∑
k=1

ck

∫
E

φk(x)dx.

证明. 注意我们有等式∫
E

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)χE(x)dx = 〈f, χE〉 =
∞∑
k=1

〈f, φk〉〈χE, φk〉

=
∞∑
k=1

ck〈χE, φk〉 =
∞∑
k=1

ck

∫
E

φk(x)dx.

于是命题得证.

6.4 Lp空间的范数公式

本节没有习题.

6.5 卷积

本节没有习题.

6.6 弱收敛

本节没有习题.

习题 6

1.设 f ∈ L∞(E), w(x) > 0,且
∫
E

w(x)dx = 1,试证明

lim
p→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

= ‖f‖∞.

证明. 记左侧极限值为 I .一方面,易得 I ⩽ lim
p→∞

(∫
E

|f(x)|pdx
)1/p

= ‖f‖∞.另一方面,对任给
ε > 0,存在 e ⊂ E,m(e) > 0,使得 |f(x)| > ‖f‖∞ − ε, x ∈ e,从而

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

⩾
(∫

e

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

⩾ (‖f‖∞ − ε)

(∫
e

w(x)dx
)1/p

.

令 p→ +∞得 I ⩾ ‖f‖∞ − ε.于是命题得证.
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-4-.设 f ∈ L2([0, 1]),令

g(x) =

∫ 1

0

f(t)

|x− t|1/2
dt, 0 < x < 1,

试证明
(∫ 1

0

g2(x)dx
)1/2

⩽ 2
√
2

(∫ 1

0

f 2(x)dx
)1/2

.

证明. 令 0 < x < 1,由 Schwarz不等式有

|g(x)|2 ⩽
∫ 1

0

dt
|x− t|1/2

∫ 1

0

|f(t)|2dt
|x− t|1/2

⩽ 2
√
2

∫ 1

0

|f(t)|2dt
|x− t|1/2

=⇒
∫ 1

0

|g(x)|2dx ⩽ 2
√
2

∫ 1

0

(∫ 1

0

|x− t|−1/2f 2(t)dt
)
dx ⩽ 8

∫ 1

0

|f(t)|2dt

=⇒ ‖g‖2 ⩽ 2
√
2‖f‖2.

此即待证不等式.

-5-.试证明下列两个不等式是不能同时成立的:

(i)
∫ π

0

(f(x)− sinx)2dx ⩽ 4

9
;

(ii)
∫ π

0

(f(x)− cosx)2dx ⩽ 1

9
.

证明. 反证,假定两个不等式同时成立,则

π =

∫ π

0

(1− sin 2x)dx =

∫ π

0

(cosx− sinx)2dx

=

∫ π

0

|f(x) + cosx− f(x)− sinx|2dx

⩽
(∫ π

0

|f(x) + cosx|2dx
)1/2

+

(∫ π

0

|f(x) + sinx|2dx
)1/2

⩽ 1.

这导致矛盾.

6.设 f ∈ Lp(R)(p > 1), 1/p+ 1/p′ = 1,令

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R,

试证明 |F (x+ h)− F (x)| = o
(
|h|1/p′

)
, h→ 0.

证明. 对任给 ε > 0,存在 δ > 0,使得∫
E

|f(x)|pdx < εp(E ⊂ R,m(E) < δ).
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从而当 0 < h < δ时,因为 1/p+ 1/p′ = 1,故有

|F (x+ h)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ x+h

x

f(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ h1/p

′ ·
(∫ x+h

x

|f(t)|pdt
)1/p

< εh1/p
′
.

所以 lim
h→0

(|F (x+ h)− F (x)|)/h1/p′ = 0.

7.设m(Ek) > 0(k = 1, 2, · · · ),且m(Ek) → 0(k → ∞),又

gk(x) =
χEk

(x)

m(Ek)1/q
,
1

p
+

1

q
= 1, p > 1,

试证明对 f ∈ Lp(Rn),有
lim
k→∞

∫
Rn

gk(x)f(x)dx = 0.

证明. 由 Hölder不等式,我们有

∫
Rn

|gk(x)f(x)|dx =
1

m(Ek)1/q

∫
Ek

|f(x)|dx ⩽ 1

m(Ek)1/q
·m(Ek)

1/q

(∫
Ek

|f(x)|pdx
)1/p

=

(∫
Ek

|f(x)|pdx
)1/p

→ 0 asm(Ek) → 0(k → ∞).

10.设 f ∈ Lp(R)(1 ⩽ p < +∞),令 fh(x) = f(x+ h).若 r > 0, s > 0,且 r + s = p,试证明

lim
|h|→∞

‖f r
hf

s‖1 = 0.

证明. 首先由 f r
h ∈ Lp/r(R), f s ∈ Lp/s(R)(r/p+s/p = 1)可知 f r

hf
s ∈ L1(R).其次,对任给 ε > 0,

取 N ,记 E = [−N,N ],使得
∫
Ec

|f p(x)|dx < ε.因为对 x ∈ E,当 |h| > 2N 时,x+ h /∈ E,所以

‖f r
hf

s‖1 =
∫
E

|f r
h(x)f

s(x)|dx+
∫
Ec

|f r
h(x)f

s(x)| dx

⩽
(∫

E

|fh(x)|pdx
)r/p(∫

E

|f(x)|pdx
)s/p

+

(∫
Ec

|fh(x)|pdx
)r/p(∫

Ec

|f(x)|pdx
)s/p

⩽ εr/p‖f‖sp + εs/p‖f‖rp.

由此即得所证.

11.设 fn ∈ AC([0, 1]),且 fn(0) = 0(n = 1, 2, · · · ).若 {f ′
n}是 L1([0, 1])中 Cauchy列,试证明存

在 f ∈ AC([0, 1]),使得 fn(x)在 [0, 1]上一致收敛于 f(x).
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证明. 由题设知 fn(x) =

∫ x

0

f ′
n(t)dt.又由于 {f ′

n(x)}是 L1([0, 1]) 中的 Cauchy列,故存在 g ∈

L1([0, 1]),使得

lim
n→∞

∫ 1

0

|f ′
n(x)− g(x)|dx = 0.

因为我们有∣∣∣∣∫ x

0

f ′
n(x)dx−

∫ x

0

g(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

|f ′
n(x)− g(x)|dx ⩽

∫ 1

0

|f ′
n(x)− g(x)|dx,

由此易知

lim
n→∞

∫ x

0

f ′
n(t)dt =

∫ x

0

g(t)dt(0 ⩽ x ⩽ 1).

令 f(x) =

∫ x

0

g(t)dt,则 f ∈ AC([0, 1]),且对 ∀x ∈ [0, 1],有

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f ′
n(t)dt−

∫ x

0

g(t)dt
∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

|f ′
n(t)− g(t)|dt.

从而 fn ⇒ f .

13.设 fk ∈ Lp([a, b])(1 ⩽ p ⩽ +∞),且
∞∑
k=1

‖fk‖p < +∞,试证明存在 f ∈ Lp([a, b]),使得

(i)
∞∑
k=1

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b];

(ii)
∞∑
k=1

fk(x)依 Lp([a, b])意义收敛于 f(x).

证明. 记 E = [a, b].令 gn(x) =
n∑

k=1

|fk(x)|(n ∈ N),由Minkowski不等式,我们有

‖gn‖p ⩽
n∑

k=1

‖fk‖p ⩽
∞∑
k=1

‖fk‖p =:M < +∞,

从而可知 ‖gn‖pp ⩽ Mp, g1(x) ⩽ · · · ⩽ gn(x) ⩽ · · · . 因此极限 lim
n→∞

gpn(x) 几乎处处存在, 即(
∞∑
n=1

|fn(x)|

)p

< +∞, a.e. x ∈ E.

(i)因为 1 ⩽ p ⩽ +∞,所以
∞∑
n=1

|fn(x)| < +∞, a.e. x ∈ E,此即
∞∑
k=1

fk(x)绝对收敛 a.e. x ∈ E.

故
∞∑
k=1

fk(x) =: f(x), a.e. x ∈ E.
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(ii)我们有

∫
E

|f(x)|pdx =

∫
E

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx ⩽
∫
E

(
∞∑
k=1

|fk(x)|

)p

dx ⩽Mp =⇒ ‖f‖p ⩽M

=⇒ lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

fk

∥∥∥∥∥
p

⩽ lim
n→∞

∞∑
k=n+1

‖fk‖p = 0.

这说明 (ii)成立.

15.设 {φk} ⊂ L2(E)是完全标准正交系,试证明对 f, g ∈ L2(E),有 〈f, g〉 =
∞∑
k=1

〈f, φk〉〈g, φk〉.

证明. 注意广义 Fourier级数
∞∑
k=1

〈f, φk〉φk(x)在 E 上依 L2意义收敛于 f(x),从而可得

〈f, g〉 =

〈
∞∑
k=1

〈f, φk〉φk, g

〉
=

∞∑
k=1

〈f, φk〉〈φk, g〉.

17. 设 {φk} ⊂ L2(E) 是标准正交系, 且有 Φ ∈ L2(E), 使得 |φk(x)| ⩽ |Φ(x)|, a.e. x ∈ E. 若
∞∑
k=1

akφk(x)是几乎处处收敛的,试证明 ak → 0(k → ∞).

证明. 反证法,假定结论不真,则由题设知 lim
n→∞

φn(x) = 0, a.e. x ∈ E.从而根据控制收敛定理
可得 lim

n→∞
‖φn‖2 = 0.但这与 ‖φn‖2 = 1矛盾.
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